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wWEDENIE. w RABOTE, PRODOLVA@]EJ ISSLEDOWANIQ [1, 2, 3], IZUˆAETSQ STRUKTURA MNOVESTWA
UPRAWLQEMOSTI LINEJNOJ NESTACIONARNOJ SISTEMY

ẋ = A(t)x+ b(t)u, x ∈ Rn, |u| 6 1. (1)

W PREDPOLOVENII NEOSCILLQCII SOPRQVENNOJ SISTEMY ψ̇ = −ψA(t) OTNOSITELXNO GIPERPLOS-
KOSTI, OPREDELQEMOJ NORMALXNYM WEKTOROM b(t). tAKIE SISTEMY NAZWANY W [3] DOKRITIˆESKIMI.
tERMIN ÆDOKRITIˆNOSTXŒ WWEDEN W 50-E GODY n. w. aZBELEWYM W RABOTAH, POSWQ]ENNYH KRAEWYM
ZADAˆAM I DIFFERENCIALXNYM NERAWENSTWAM: TAK NAZYWALSQ MAKSIMALXNYJ INTERWAL RAZRE[I-
MOSTI FIKSIROWANNOGO KLASSA ZADAˆ wALLE-pUSSENA. oKAZALOSX, ˆTO WOPROS O SU]ESTWOWANII OP-
TIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNOGO UPRAWLENIQ DLQ SISTEMY (1), TESNO SWQZAN
S WOPROSOM O RAZRE[IMOSTI NEKOTOROGO KLASSA n-TOˆEˆNYH ZADAˆ (ˆTO, PRAWDA, NE FIKSIRUETSQ
W “TOJ STATXE), PO“TOMU MY I POZWOLILI SEBE ZAIMSTWOWATX “TOT TERMIN.

nIVE POKAZANO, ˆTO W PREDPOLOVENII DOKRITIˆNOSTI GRANICA MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI

ESTX OB˙EDINENIE NEPERESEKA@]IHSQ GLADKIH MNOGOOBRAZIJ (GLADKOSTX NA EDINICU WY[E GLAD-
KOSTI FUNKCII t→(A(t), b(t)) ), RAZMERNOSTX KOTORYH PONIVAETSQ S n−1 DO NULQ, PRIˆËM OB˙EDI-
NENIE MNOGOOBRAZIJ, RAZMERNOSTX KOTORYH POWY[AETSQ OT NULQ DO k− 1, QWLQETSQ OB]IM KRAEM

ZAMYKANIQ OB˙EDINENIQ MNOGOOBRAZIJ, RAZMERNOSTX KOTORYH PONIVAETSQ S n− 1 DO k. oPISAN-
NU@ STRUKTURU GRANICY ESTESTWENNO NAZYWATX FAKTORIZACIEJ pOLIA I mAMMANA, POSKOLXKU
(KAK UVE OTMEˆALOSX) GLUBINNYE PRIˆINY TAKOJ STRUKTURY SWQZANY S PREDSTAWLENIEM DOKRI-
TIˆESKOGO DIFFERENCIALXNOGO OPERATORA n-GO PORQDKA W WIDE PROIZWEDENIQ DIFFERENCIALXNYH
OPERATOROW PERWOGO PORQDKA.

oKAZYWAETSQ DALEE, ˆTO W PREDPOLOVENII DOKRITIˆNOSTI MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI W RAS-
[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE (PROSTRANSTWE (t, x)-PEREMENNYH) TOVE DOPUSKAET FAKTORIZA-
CI@ pOLIA I mAMMANA: ONO PREDSTAWIMO W WIDE ZAMYKANIQ OB˙EDINENIQ SLABO INWARIANTNYH
GLADKIH MNOGOOBRAZIJ, RAZMERNOSTX KOTORYH PONIVAETSQ OT n + 1 DO EDINICY, PRIˆËM MNOGO-
OBRAZIE RAZMERNOSTI k SLUVIT KRAEM ZAMYKANIQ MNOGOOBRAZIQ RAZMERNOSTI k + 1.

tAKAQ STRUKTURA POZWOLQET KORREKTNO OPREDELITX POZICIONNOE UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W
SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. pRI “TOM POZICIONNOE UPRAWLENIE DOSTATOˆNO ZADATX TOLXKO NA MNOGO-
OBRAZII MAKSIMALXNOJ RAZMERNOSTI, TAK KAK DWIVENIQ (t, x(t)) (W SMYSLE fILIPPOWA) SISTEMY
S RAZRYWNOJ PO FAZOWYM KOORDINATAM PRAWOJ ˆASTX@ NE ZAWISQT OT TOGO, KAK OPREDELENA PRAWAQ
ˆASTX NA MNOVESTWAH, MERA lEBEGA KOTORYH (W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE) RAWNA NU-
L@. tAKIM OBRAZOM, NALIˆIE FAKTORIZACII pOLIA-mAMMANA WLEˆET SU]ESTWOWANIE POZICIONNO-
GO UPRAWLENIQ, OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. pOSTROENI@ POZICIONNOGO UPRAWLENIQ

BUDET POSWQ]ENA OTDELXNAQ STATXQ.
1. oBOZNAˆENIQ I OPREDELENIQ. w STATXE ISPOLXZU@TSQ SLEDU@]IE OBOZNAˆENIQ: Rn —

EWKLIDOWO PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n S NORMOJ |x| =
√
x∗x (∗ — OPERACIQ TRANSPONIROWA-

NIQ). eSLI NE OGOWORENO DRUGOE, WEKTORY-STOLBCY OBOZNAˆA@TSQ LATINSKIMI BUKWAMI, WEKTORY-
STROKI — GREˆESKIMI (TAKIM OBRAZOM, ZAPISX ξx OZNAˆAET SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW ξ
I x); End(Rn) — PROSTRANSTWO LINEJNYH OTOBRAVENIJ W Rn S NORMOJ |A| = max{|Ax| : |x| 6 1}.
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pUSTX D — PROIZWOLXNOE MNOVESTWO W Rn. oBOZNAˆIM intD — WNUTRENNOSTX MNOVESTWA

D OTNOSITELXNO Rn, clD — ZAMYKANIE D W Rn. oPORNOJ FUNKCIEJ ξ → c(ξ,D) MNOVESTWA D
NAZYWAETSQ FUNKCIQ, OPREDELENNAQ RAWENSTWOM c(ξ,D) = sup{ξx : x ∈ D}. sWOJSTWA OPORNOJ

FUNKCII SM. [4, S.121]. dLQ NAS WAVNO, ˆTO WKL@ˆENIE 0 ∈ intD “KWIWALENTNO NERAWENSTWU

c(ξ,D) > 0 DLQ WSEH ξ ∈ Sn−1, GDE Sn−1 .= {ξ ∈ Rn : |ξ| = 1}.
nAPOMNIM [5], ˆTO ESLI M I N — MNOGOOBRAZIQ KLASSA Cr, r > 1, WLOVENNYE W KONEˆNO-

MERNYE PROSTRANSTWA I f — OTOBRAVENIE IZ M W N , TO f PRINADLEVIT KLASSU Ck, k 6 r, W
TOˆKE p ∈ M , ESLI DLQ L@BOJ k RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ KRIWOJ p : (−1, 1) → M ,
PROHODQ]EJ ˆEREZ TOˆKU p (p(0) = p), FUNKCIQ ε → f(p(ε)) IZ (−1, 1) W N PRINADLEVIT KLAS-
SU Ck W TOˆKE ε = 0. dALEE, OTOBRAVENIE df(p) : TpM → TqN , DEJSTWU@]EE IZ PROSTRANSTWA
TpM , KASATELXNOGO K M W TOˆKE p W PROSTRANSTWO TqN , KASATELXNOE K N W TOˆKE q = f(p)
I OPREDELENNOE RAWENSTWOM df(p)v = df(p(ε))/dε|ε=0 DLQ WSQKOJ Ck-KRIWOJ p : (−1, 1) → M
(p(0) = p, dp(ε)/dε|ε=0 = v ∈ TpM), NAZYWAETSQ PROIZWODNOJ OTOBRAVENIQ f W TOˆKE p. oTOBRA-
VENIE f : M → N NAZYWAETSQ Ck-DIFFEOMORFIZMOM, ESLI ONO PRINADLEVIT KLASSU Ck I IMEET
OBRATNOE TOGO VE KLASSA. eSLI f : M → N OTOBRAVENIE KLASSA Ck I df(p) — IZOMORFIZM DLQ

KAVDOGO p ∈M , TO f — DIFFEOMORFIZM KLASSA Ck.
wS@DU DALEE PREDPOLAGAETSQ, ˆTO FUNKCII A : R → End(Rn), b : R → Rn, ZADA@]IE SISTEMU

(1), NEPRERYWNY.
fUNKCIEJ BYSTRODEJSTWIQ (t, x) → τn(t, x) SISTEMY (1) NAZYWAETSQ FUNKCIQ, ZNAˆENIE

KOTOROJ W KAVDOJ TOˆKE (t0, x0) OPREDELQETSQ RAWENSTWOM τn(t0, x0) = min
u(·)∈U

{ϑ > 0 :

x(t0 + ϑ, t0, x0, u(·)) = 0}, GDE U — SOWOKUPNOSTX IZMERIMYH FUNKCIJ SO ZNAˆENIQMI W [−1, 1],
x(t, t0, x0, u(·)) — RE[ENIE SISTEMY (1) PRI UPRAWLENII u = u(t) I NAˆALXNOM USLOWII x(t0) = x0.
eSLI DLQ NEKOTOROJ TOˆKI (t0, x0) NE SU]ESTWUET DOPUSTIMOGO UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO RE[E-
NIE W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ, BUDEM POLAGATX, ˆTO τn(t0, x0) = ∞.

mNOVESTWOM UPRAWLQEMOSTI SISTEMY (1) NA OTREZKE [t0, t0 + ϑ] NAZYWAETSQ MNOVESTWO

Dϑ(t0) = {x ∈ Rn : τn(t0, x) 6 ϑ}. dLQ Dϑ(t0) IMEET MESTO RAWENSTWO (SM., NAPRIMER, [6, S.103])

Dϑ(t0) = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)Udt, (2)

GDE U = [−1, 1], X(t, s) — MATRICA kO[I SISTEMY ẋ = A(t)x, A INTEGRAL PONIMAETSQ W SMYSLE
a. a. lQPUNOWA [7, S.229].

sISTEMA (1) NAZYWAETSQ DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMOJ W TOˆKE t0, ESLI DLQ WSEH ϑ > 0
IMEET MESTO WKL@ˆENIE 0 ∈ intDϑ(t0), I DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMOJ NA INTERWALE J ⊂ R,
ESLI ONA DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMA W KAVDOJ TOˆKE “TOGO INTERWALA. w [6] (SM. LEMMU 1 I

TEOREMU 2) POKAZANO, ˆTO ESLI SISTEMA (1) DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMA NA J , TO DLQ L@BOGO
t0 ∈ J MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t0)

.=
⋃
ϑ>0

Dϑ(t0) OTKRYTO W Rn, I FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ

NEPRERYWNA W KAVDOJ TOˆKE (t0, x0) ∈ J ×D(t0).
mNOVESTWO N W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE R1+n SISTEMY (1) NAZYWAETSQ SLABO

INWARIANTNYM, ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ N SU]ESTWUET UPRAWLENIE u0 ∈ U TAKOE, ˆTO
RE[ENIE x0(t) SISTEMY (1) PRI u = u0(t) I NAˆALXNOM USLOWII x0(t0) = x0, UDOWLETWORQET
WKL@ˆENI@ (t, x0(t)) ∈ N DLQ WSEH t > t0. w ˆASTNOSTI, RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI
D

.= R × Dσ(t)(t) SLABO INWARIANTNO (DLQ L@BOJ FUNKCII σ(t), UDOWLETWORQ@]EJ NERAWENSTWU
σ(t) > 0 PRI WSEH t ∈ R).

2. dOKRITIˆNOSTX I NEOSCILLQCIQ. pUSTX ψ1(t), . . . , ψn(t) — PROIZWOLXNAQ FUNDAMEN-
TALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ SOPRQVENNOGO URAWNENIQ

ψ̇ = −ψA(t). (3)

oBOZNAˆIM ˆEREZ σ(t0) TOˆNU@ WERHN@@ GRANX TAKIH σ > 0, ˆTO NA POLUINTERWALE [t0, t0 +σ)
SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ

ξ1(t)
.= ψ1(t)b(t) , . . . , ξn(t)

.= ψn(t)b(t) (4)
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QWLQETSQ ˆEBY[EWSKOJ SISTEMOJ (T-SISTEMOJ). —TO OZNAˆAET, ˆTO WSQKAQ NETRIWIALXNAQ LINEJ-
NAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ (4) IMEET NA [t0, t0 + σ) NE BOLEE n− 1 GEOMETRIˆESKI RAZLIˆNYH (T. E.
BEZ UˆETA KRATNOSTEJ) NULEJ. iZ OPREDELENIQ σ(t0) SLEDUET, ˆTO DLQ L@BOGO ϑ ∈ [0, σ(t0)] WSQKOE
NETRIWIALXNOE RE[ENIE SISTEMY (3) PERESEKAET GIPERPLOSKOSTX γ(t) .= {ψ ∈ Rn : ψb(t) = 0} NE
BOLEE n − 1 RAZ, KOGDA t PROBEGAET INTERWAL [t0, t0 + ϑ). —TO SWOJSTWO NAZWANO W [1] SWOJSTWOM
NEOSCILLQCII SISTEMY (3) NA INTERWALE [t0, t0 + ϑ) OTNOSITELXNO GIPERPLOSKOSTI γ(t). pROSTYE
PRIMERY POKAZYWA@T, ˆTO FUNKCIQ t → σ(t) (PRINIMA@]AQ NEOTRICATELXNYE KONEˆNYE ZNAˆE-
NIQ ILI +∞) MOVET BYTX RAZRYWNOJ, NO ONA WSEGDA POLUNEPRERYWNA SNIZU (ESLI t0 — TOˆKA

RAZRYWA, TO σ(t0 − 0) = σ(t0) < σ(t0 + 0)). oTMETIM E]E, ˆTO SOWOKUPNOSTX (4) QWLQETSQ T -
SISTEMOJ NA [t0, t0 + ϑ) W TOM I TOLXKO W TOM SLUˆAE, ESLI DLQ L@BOGO NABORA TOˆEK t1, . . . , tn
TAKIH, ˆTO t0 6 t1 < t2 < · · · < tn < t0 + ϑ, OPREDELITELX det(ξi(tj))ni,j=1 OTLIˆEN OT NULQ (SM. [8,
S.51]).

oSNOWNOE SWOJSTWO T -SISTEM, NEOBHODIMOE DLQ DALXNEJ[EGO, IZWESTNO POD NAZWANIEM TEORE-
MY s.n. bERN[TEJNA [8, S.53]: ESLI SOWOKUPNOSTX (4) QWLQETSQ T -SISTEMOJ NA [t0, t0 + ϑ), TO
DLQ L@BOGO NABORA TOˆEK t1, . . . , tn−1 TAKIH, ˆTO t0 6 t1 < t2 < · · · < tn−1 < t0 + ϑ, NAJDETSQ
LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ (4), IME@]AQ PROSTYE NULI W TOˆKAH ti I NE IME@]AQ DRUGIH
NULEJ NA [t0, t0 + ϑ).

o P R E D E L E N I E 1. sISTEMA (1) NAZYWAETSQ DOKRITIˆESKOJ NA INTERWALE J , ESLI DLQ

WSEH t ∈ J WYPOLNENO NERAWENSTWOσ(t) > 0.
l E M M A 1. eSLI SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ NA J , TO ONA DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMA

DLQ WSEH t ∈ J .
dEJSTWITELXNO, DLQ KAVDOGO t0 ∈ J I L@BOGO ϑ ∈ (0, σ(t0)), OPORNAQ FUNKCIQ ψ →

c(ψ,Dϑ(t0)) MNOVESTWA Dϑ(t0) OPREDELQETSQ RAWENSTWOM
t0+ϑ∫
t0

|ξ(t)|dt, GDE ξ(t) = ψ(t)b(t), ψ(t)

— RE[ENIE SISTEMY (3) S USLOWIEM ψ(t0) = −ψ. pO“TOMU min
ψ
{c(ψ,Dϑ(t0)) : ψ ∈ Sn−1} > 0, ˆTO

I DOKAZYWAET LEMMU.
t E O R E M A 1. wSQKAQ SISTEMA WIDA (1), PRIWODIMAQ NEWYROVDENNYM PREOBRAZOWANIEM

z(t) = L(t)x (L(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA I detL(t) 6= 0, t ∈ J) K KANONIˆESKOJ SISTEME
ż = F (t)z + g(t)u, (5)

DOKRITIˆNA. zDESX F (t) = {fij(t)}ni,j=1, fij(t) = 0 DLQ i > j+1, — WERHNQQ TREUGOLXNAQ MATRICA

S NENULEWOJ PODDIAGONALX@, SOSTOQ]EJ IZ “LEMENTOW fi+1,j(t) = βi+1(t), i = 1, . . . , n− 1, g(t) =
col(β1(t), 0, . . . , 0) ∈ Rn, PRIˆEM FUNKCII fik(t), βi(t) NEPRERYWNY I βi(t) > 0 PRI WSEH t ∈ J I

i = 1, . . . , n.
d O K A Z A T E L X S T W O. oBOZNAˆIM σ(t;A, b) FUNKCI@ σ(t), POSTROENNU@ PO SISTEME (1).

pOKAVEM, ˆTO σ(t;A, b) INWARIANTNA OTNOSITELXNO NEWYROVDENNOGO PREOBRAZOWANIQ z = L(t)x
(T. E. σ(t;A, b) = σ(t;F, g), GDE F = (L̇+ LA)L−1, g = Lb). dEJSTWITELXNO, RE[ENIQ SISTEMY (3)
I SISTEMY

η̇ = −ηF (t), (6)

SOPRQVENNOJ K SISTEME ż = F (t)z, SWQZANY RAWENSTWOM ψ(t) = η(t)L(t); PO“TOMU (SM. (4)) ξi(t) =
ψi(t)b(t) = ηi(t)L(t)b(t) = ηi(t)g(t).

pUSTX F I g WZQTY IZ SISTEMY (5); POKAVEM, ˆTO σ(t;F, g) > 0 DLQ WSEH t ∈ J . oTMETIM WO-
PERWYH, ˆTO IZ USLOWIQ β1(t) > 0 SLEDUET RAWENSTWO σ(t;F, g) = σ(t;F, e1), GDE e1 = col(1, 0, . . . , 0),
PO“TOMU BUDEM DALEE PREDPOLAGATX, ˆTO g = e1. wO-WTORYH, MOVNO SˆITATX, ˆTO WSE FUNKCII
NA GLAWNOJ DIAGONALI MATRICY F RAWNY NUL@. dEJSTWITELXNO, NEWYROVDENNOE PREOBRAZOWANIE

ξ(i) = η(i) exp
t∫
0

fii(s) ds, i = 1, . . . , n (WERHNIJ INDEKS W KRUGLYH SKOBKAH OZNAˆAET SOOTWETSTWU-

@]U@ KOORDINATU WEKTORA) PRIWODIT (6) K WIDU ξ̇ = −ξF 0(t), GDE GLAWNAQ DIAGONALX MATRICY
F 0 SOSTOIT IZ NULEJ.

dLQ KAVDOGO k = 3, . . . , n WWEDËM W RASSMOTRENIE MATRICY Uk(t) = (m(t), e2, . . . , ek)∗ ∈
End(Rk), GDE m(t) = col(µ(1)(t), . . . , µ(k)(t)), Fk−1(t) = {qij(t)}k−1

i,j=1 ∈ End(Rk−1), GDE qij(t) = 0
PRI i > j + 1 I i = j, qi+1,j(t) = −βn−k+i+2(t).
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pUSTX µ(t) — RE[ENIE SISTEMY (6) S NAˆALXNYM USLOWIEM µ(t0) = e1, t0 ∈ J , A ˆISLO

ε1 TAKOWO, ˆTO µ(1)(t) > 0 DLQ WSEH t ∈ J1
.= [t0, t0 + ε1]. wYPOLNIM NA J1 NEWYROVDENNOE

PREOBRAZOWANIE η = ξUn(t); TOGDA η(1) = µ(1)(t)ξ(1), η(i) = µ(i)(t)ξ(1) + ξ(i), i = 2, . . . , n, I SISTEMA
(6) OTNOSITELXNO ξ PRIMET WID

ξ̇(1) = ξ(2)β2(t)/µ(1)(t), η̇1 = −η1Fn−1(t), η1 = (ξ(2), . . . , ξ(n)) ∈ Rn−1, (7)

(PREOBRAZOWANIE η = ξUn(t) NE OBESPEˆIWAET NULEWU@ DIAGONALX MATRICY Fn−1(t), NO, KAK OTME-
ˆALOSX, EË MOVNO SDELATX NULEWOJ).

wYPOLNENNOE PREOBRAZOWANIE OBLADAET SLEDU@]IM SWOJSTWOM. eSLI (6) IMEET TAKOE NETRI-
WIALXNOE RE[ENIE η(t), ˆTO NA NEKOTOROM INTERWALE [t0, t0 + δ), δ 6 ε PERWAQ KOORDINATA η(1)(t)
OBRA]AETSQ W NULX PO KRAJNEJ MERE n RAZ, TO, W SILU (8), SU]ESTWUET NETRIWIALXNOE RE[ENIE
η1(t) SISTEMY η̇1 = −η1Fn−1(t) TAKOE, ˆTO PERWAQ KOORDINATA “TOGO RE[ENIQ IMEET NA [t0, t0 + δ)
PO KRAJNEJ MERE n− 1 NULX.

pRODOLVAQ “TOT PROCESS KANONIZACII, PO SISTEME η̇1 = −η1Fn−1(t) I RE[ENI@ µ1(t) “TOJ
SISTEMY, UDOWLETWORQ@]EMU USLOWI@ µ1(t0) = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn−1, POSTROIM NA OTREZKE J2

.=
[t0, t0+ε2], GDE µ

(1)
1 (t) > 0, NOWU@ SISTEMU η̇2 = −η2Fn−2(t), η2 ∈ Rn−2. —TA SISTEMA OBLADAET TEM

SWOJSTWOM, ˆTO ESLI U SISTEMY (6) ESTX RE[ENIE, PERWAQ KOORDINATA KOTOROGO IMEET NE MENEE

n NULEJ NA [t0, t0 + δ), δ 6 min{ε1, ε2}, TO NAJDETSQ RE[ENIE SISTEMY η̇2 = −η2Fn−2(t) PERWAQ
KOORDINATA KOTOROGO [t0, t0 + δ) IMEET PO KRAJNEJ MERE n− 2 NULQ.

nA POSLEDNEM [AGE KANONIˆESKAQ SISTEMA PREWRA]AETSQ W URAWNENIE η̇ = 0, L@BOE NETRIWI-
ALXNOE RE[ENIE KOTOROGO NE IMEET NULEJ. tEOREMA DOKAZANA.

dOPUSTIM, ˆTO SISTEMA (1) UDOWLETWORQET SLEDU@]IM DWUM USLOWIQM.
u S L O W I E 1. dLQ KAVDOGO i = 1, . . . , n+ 1 FUNKCII t→ qi(t), OPREDELENNYE RAWENSTWAMI

q1(t) = b(t), . . . , qi(t) = q̇i−1(t) − A(t)qi−1(t), NEPRERYWNY, OGRANIˆENY NA R I detQ(t) 6= 0 PRI

WSEH t ∈ R, GDE Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)).
u S L O W I E 2. nAJDUTSQ ˆISLA ν1, . . . , νn−1 TAKIE, ˆTO ν1 6 ν2 6 · · · 6 νn−1 I DLQ KOR-

NEJ λ1(t), . . . , λn(t) URAWNENIQ det(λQ(t) − H(t)) = 0, GDE H(t) = (q2(t), . . . , qn+1(t)), PRI WSEH t
WYPOLNENY NERAWENSTWA

λ1(t) 6 ν1 6 λ2(t) 6 · · · 6 νn−1 6 λn(t). (8)

t E O R E M A 2. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ 1 I 2, TO σ(t) = ∞ DLQ WSEH t ∈ R. dALEE, ESLI
NAJDUTSQ TAKIE KONSTANTY ε > 0 I δ > 0, ˆTO DOPOLNITELXNO K (8) PRI WSEH DOSTATOˆNO

BOLX[IH t WYPOLNENY NERAWENSTWA δ 6 λ1(t), νi−1 + ε 6 λi(t) 6 νi − ε, i = 2, . . . , n − 1, TO PRI
WSEH t ∈ R MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t) SISTEMY (1) SOWPADAET S Rn.

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX r(t) = col(r1(t), . . . , rn(t)) — RE[ENIE ALGEBRAIˆESKOJ SI-
STEMY Q(t)r = qn+1(t). nEPOSREDSTWENNOJ PROWERKOJ MOVNO UBEDITXSQ, ˆTO ZAMENA z = L(t)x,
L = Q−1, PRIWODIT SISTEMU (1) K SISTEME (5), GDE βi(t) ≡ 1, fin(t) = −ri(t), i = 1, . . . , n,
fik(t) ≡ 0, i 6 k, i, k = 1, . . . , n − 1. pO“TOMU σ(t) > 0. dALEE, LEGKO WIDETX, ˆTO SISTEMA (6)
“KWIWALENTNA URAWNENI@

ξ(n) = r1(t)ξ + · · ·+ rn(t)ξ(n−1). (9)

pOKAVEM, ˆTO σ(t) = ∞. w SILU SLEDSTWIQ 5.3 RABOTY [9], ESLI NAJDUTSQ TAKIE ˆISLA

ν0, . . . , νn−1, ˆTO ν0 < ν1 < · · · < νn−1 I KORNI µ1(t), . . . , µn(t) HARAKTERISTIˆESKOGO URAWNENIQ

µn = r1(t) + r2(t)µ+ · · ·+ rn(t)µn−1 (10)

UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM (8) (S ZAMENOJ µi NA λi) I NERAWENSTWU ν0 6 µ1(t), TO DLQ URAW-
NENIQ (9) σ(t) = ∞ PRI WSEH t ∈ [0,+∞). bOLEE TOGO, SU]ESTWUET TAKAQ FUNDAMENTALXNAQ

SISTEMA ξ1(t), . . . , ξn(t) URAWNENIQ (9), ˆTO ci exp(νi−1t) 6 ξi(t) 6 di exp(νit), i = 1, . . . , n − 1,
cn exp(νn−1t) 6 ξn(t), t ∈ [0,∞), GDE ci, di — NEKOTORYE POLOVITELXNYE KONSTANTY.

pOKAVEM, ˆTO µi(t) = λi(t). dEJSTWITELXNO, KORNI URAWNENIQ (10) QWLQ@TSQ SOBSTWENNYMI
ZNAˆENIQMI MATRICY Ĥ(t) .= (e2, . . . , en, r(t)), GDE ei — i-YJ ORT, PO“TOMU det(µ(t)I − Ĥ(t)) = 0
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DLQ KAVDOGO KORNQ µ(t) URAWNENIQ (10). sLEDOWATELXNO, detQ(t)(µ(t)I − Ĥ(t)) = det(µ(t)Q(t) −
Q(t)Ĥ(t)). tAK KAK Q(t)Ĥ(t) = H(t), TO det(µ(t)Q(t)−H(t)) = 0. sLEDOWATELXNO, WSQKIJ KORENX
URAWNENIQ (10) QWLQETSQ ODNOWREMENNO RE[ENIEM URAWNENIQ det(λQ(t) − H(t)) = 0, PO“TOMU
σ(t) = ∞.

pOKAVEM, ˆTO D(t) = Rn. tAK KAK FUNKCIQ ξ(t) = −ψX(t0, t)b(t) QWLQETSQ RE[ENIEM URAW-

NENIQ (9), TO OPORNAQ FUNKCIQ c(ψ,Dϑ(t)) MNOVESTWA Dϑ(t) IMEET WID c(ψ,Dϑ(t)) =
t+ϑ∫
t

|ξ(s)| ds.

w SILU NERAWENSTWA δ 6 λ1(t), IZ USLOWIQ TEOREMY 2 I UVE CITIROWANNOGO SLEDSTWIQ 5.3 RABOTY
[9], NAJDËTSQ α > 0, ˆTO |ξ(t)| > α, PO“TOMU c(ψ,Dϑ(t)) →∞ PRI ϑ→∞ I L@BOM ψ 6= 0. tEOREMA
DOKAZANA.

p R I M E R 1. rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ ẋ1 = a1(t)x1 + a2(t)x3 + u, ẋ2 = x1, ẋ3 =
x1 + a3(t)x3, OPISYWA@]U@ (W LINEJNOM PRIBLIVENII) DINAMIKU LETATELXNOGO APPARATA S PE-
REMENNYMI A“RODINAMIˆESKIMI HARAKTERISTIKAMI (SM. [10]). zDESX x2 — UGOL TANGAVA, x3 —
UGOL ATAKI, u — OTKLONENIE RULQ WYSOTY. nEPOSREDSTWENNO PROWERQETSQ, ˆTO ESLI ai NE ZAWISQT
OT t, TO NERAWENSTWO a3 6= 0 QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTATOˆNYM USLOWIEM DOKRITIˆNOSTI SI-
STEMY, A USLOWIQ a3 6= 0, (a1− a3)2 + 4a2 > 0 OBESPEˆIWA@T GLOBALXNU@ DOKRITIˆNOSTX (TO ESTX
σ = ∞). pUSTX TEPERX FUNKCII t→ ai(t) NEPRERYWNY, I DLQ WSEH t WYPOLNENo USLOWIE a3(t) 6= 0.
mOVNO POKAZATX TOGDA (S PRIMENENIEM TEOREM 1 I 2), ˆTO ESLI DLQ KAVDOGO t NAJDETSQ TAKOE
ϑ > 0, ˆTO WYPOLNENY NERAWENSTWA

−1 6 a3(t)

t+ϑ∫
t

a2(s)exp

s∫
t

(a3(τ)− a1(τ)) dτ ds 6 0,

TO SISTEMA DOKRITIˆESKAQ, PRIˆEM σ(t) > ϑ. w ˆASTNOSTI, ESLI a3(t) < 0 I a2(t) > 0, ILI
a3(t) > 0 I a2(t) 6 0, TO σ(t) > 0.

3. sTRUKTURA GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI. bUDEM DALEE PREDPOLAGATX, ˆTO
FUNKCII A : R → End(Rn) I b : R → R, ZADA@]IE SISTEMU (1), OGRANIˆENY NA R, PRINADLEVAT
KLASSU Cr (T. E. r RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY NA R), GDE r > 0, I SISTEMA (1) DOKRITIˆNA.

eSLI ϑ 6 σ(t0), TO, W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA l. s. pONTRQGINA,

max
u(·)∈U

ψ(t)b(t)u = ψ(t)b(t)u(t), t0 6 t 6 t0 + ϑ, (11)

DLQ WSQKOJ TOˆKI x0 ∈ Dϑ(t0) NAJDUTSQ CELOE k, 0 6 k 6 n − 1 I WEKTOR τ ∈ Mk(ϑ), GDE
M0(ϑ) .= {0}, Mk(ϑ) .= {τ = (τn−k, . . . , τn−1) ∈ Rk : 0 < τn−k < · · · < τn−1 < ϑ}, k = 1, . . . , n − 1,
TAKIE, ˆTO UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE x0 = x(t0) W NAˆALO KOORDINAT ZA MINIMALXNOE WREMQ,
PRINIMAET ZNAˆENIQ +1 ILI −1 I IMEET PEREKL@ˆENIQ TOLXKO W TOˆKAH t0 + τi, i = n−k, . . . , n−
1 (TOˆKI t0 + τi, i = n − k, . . . , n − 1, OTWEˆA@T NULQM FUNKCII ξ(t) .= ψ(t)b(t), GDE ψ(t) —
NEKOTOROE NETRIWIALXNOE RE[ENIE SISTEMY (3)). w SILU USLOWIQ ϑ < σ(t0), TAKIH PEREKL@ˆENIJ
NE BOLEE n− 1. mNOVESTWU M0(ϑ) OTWEˆA@T TOˆKI IZ Dϑ(t0), PEREHODQ]IE W NULX POD DEJSTWIEM
UPRAWLENIJ BEZ PEREKL@ˆENIJ. bUDEM INTERPRETIROWATX Mk(ϑ) KAK WLOVENNYE (W Rk) GLADKIE
MNOGOOBRAZIQ RAZMERNOSTI k S ESTESTWENNOJ TOPOLOGIEJ.

dLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n− 1 POSTROIM MNOVESTWA Nk
+(t0, ϑ) I Nk

−(t0, ϑ) SLEDU@]IM OBRAZOM:
Nk

+(t0, ϑ) SOSTOIT IZ WSEH TAKIH TOˆEK x0 ∈ Dϑ(t0), DLQ KAVDOJ IZ KOTORYH NAJD¡TSQ TOˆKA

τ(t0, x0) ∈ Mk(ϑ) TAKAQ, ˆTO OPTIMALXNOE UPRAWLENIE u(t, x0), t0 6 t 6 t0 + ϑ, PEREWODIT TOˆKU
x(t0) = x0 W TOˆKU x(t0 + ϑ) = 0, IMEET PEREKL@ˆENIQ TOLXKO W MOMENTY WREMENI t = t0 +
τi(t0, x0) I DO PERWOGO MOMENTA PEREKL@ˆENIQ u(t, x0) = +1. pRI “TOM MNOVESTWO N0

+(t0, ϑ)
SOSTOIT IZ ODNOJ TOˆKI: N0

+(t0, ϑ) = {−
∫ t0+ϑ
t0

X(t0, t)b(t) dt}. mNOVESTWA Nk
−(t0, ϑ) OPREDELQ@TSQ

ANALOGIˆNO S ZAMENOJ UPRAWLENIQ u(t, x0) NA −1 PRI t0 6 t < t0 + τn−k(t0, x0). mNOVESTWA
Nk

+(t0, ϑ) I Nk
−(t0, ϑ), k = 0, . . . , n− 1, OBLADA@T SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI.

s W O J S T W O 1. pUSTX ϑ 6 σ(t0). tOGDA Nk
+(t0, ϑ) ⊂ ∂Dϑ(t0) I WSQKOJ TOˆKE x0 ∈

Nk
+(t0, ϑ) OTWEˆAET EDINSTWENNAQ TOˆKA τ(t0, x0) ∈ Mk(ϑ) (NABOR MOMENTOW PEREKL@ˆE-

NIQ) TAKAQ, ˆTO UPRAWLENIE u(t, x0), UDOWLETWORQ@]EE PRINCIPU MAKSIMUMA (11), PEREWODIT
x0 = x(t0) W x(t0+ϑ)=0.
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d O K A Z A T E L X S T W O. dEJSTWITELXNO, TAK KAK Nk
+(t0, ϑ) ⊂ Dϑ(t0), TO SU]ESTWOWANIE

TOˆKI x0 ∈ Nk
+(t0, ϑ) NE PRINADLEVA]EJ ∂Dϑ(t0), WLEˆ¡T WKL@ˆENIE x0 ∈ intDϑ(t0). sLEDO-

WATELXNO, WREMQ BYSTRODEJSTWIQ τn(t0, x0) UDOWLETWORQET NERAWENSTWU τn(t0, x0) < ϑ. sOOT-
WETSTWU@]EE UPRAWLENIE u0(t) UDOWLETWORQET USLOWI@ (11) DLQ NEKOTOROGO NETRIWIALXNOGO

RE[ENIQ ψ0(t) URAWNENIQ (3). s DRUGOJ STORONY, IZ OPREDELENIQ Nk
+(t0, ϑ) SLEDUET, ˆTO SU-

]ESTWUET τ ∈ Mk(ϑ), PRI KOTOROM UPRAWLENIE u(t, τ) TAKVE PEREWODIT x0 W NULX ZA WREMQ

ϑ. dOOPREDELIM u0(t) NA (t0 + τn(t0, x0), t0 + ϑ] TOVDESTWENNYM NUL¡M I RASSMOTRIM FUNK-
CI@ v(t) = u(t, τ) − u0(t). —TA FUNKCIQ, KAK LEGKO WIDETX, SOHRANQET ZNAK NA INTERWALAH

(t0 + τi, t0 + τi+1), i = n − k − 1, . . . , n − 1, τn−k−1 = 0, τn = ϑ, PRIˆ¡M (−1)iv(t) > 0 PRI

t ∈ (t0 + τi, t0 + τi+1). sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ v(t) IMEET NA [t0, t0 +ϑ] NE BOLEE k PEREMEN ZNAKA,
T. E. SU]ESTWUET NE BOLEE k RAZLIˆNYH TOˆEK t1 < t2 < · · · < tk INTERWALA (t0, t0 + ϑ) TAKIH,
ˆTO v(ti)v(ti+1) < 0. dALEE, FUNKCIQ y(t) .= x(t) − x0(t) (x(·) I x0(·) — RE[ENIQ SISTEMY (1),
WYHODQ]IE IZ TOˆKI x0 = x(t0) I OTWEˆA@]IE UPRAWLENIQM u(·) I u0(·)) QWLQETSQ RE[ENIEM

ZADAˆI ẏ = A(t)y + b(t)v(t), y(t0) = y(t0 + ϑ) = 0 I PO“TOMU

t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)v(t) dt = 0. (12)

dALEE, W SILU TEOREMY bERN[TEJNA, NAJD¡TSQ WEKTOR ψ 6= 0 TAKOJ, ˆTO FUNKCIQ ξ(t) =
ψX(t0, t)b(t) IMEET NULI W TOˆKAH PEREMEN ZNAKA FUNKCII v(t) I ξ(t)v(t) > 0 PRI t0 6 t 6

t0 + ϑ < t0 + σ(t0). uMNOVAQ (12) NA ψ, POLUˆIM RAWENSTWO
t0+ϑ∫
t0

ξ(t)v(t) dt = 0. sLEDOWATELX-

NO, v(t) ≡ 0 I PO“TOMU u(t, τ) ≡ u0(t) PRI t0 6 t 6 t0 + ϑ, ˆTO PROTIWOREˆIT PREDPOLOVENI@

τn(t0, x0) < ϑ.
dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI UPRAWLENIQ u(t, τ), OTWEˆA@]EGO TOˆKE x0 ∈ Nk

+(t0, ϑ) ANA-
LOGIˆNO: ESLI UPRAWLENIQ u(t, τ), u0(t), PEREWODQT x(t0) = x0 W x(t0 + ϑ) = 0, TO IMEET MESTO

RAWENSTWO (12), GDE v(t) = u(t, τ)− u0(t). sWOJSTWO 1 DOKAZANO.
w SILU SWOJSTWA 1, DLQ KAVDOGO ϑ 6 σ(t0) I L@BOGO FIKSIROWANNOGO k = 0, . . . , n − 1 OPRE-

DELENA FUNKCIQ f−1 : Nk
+(t0, ϑ) → Mk(ϑ), STAWQ]AQ W SOOTWETSTWIE TOˆKE x ∈ Nk

+(t0, ϑ) TOˆ-
KU τ ∈ Mk(ϑ), ZADA@]U@ MOMENTY PEREKL@ˆENIJ OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ u(t, τ). fUNKCIQ
f−1 = f−1

k ZAWISIT OT ϑ I INDEKSA k, NO BEZ NEOBHODIMOSTI MY “TO NE PODˆERKIWAEM.
s W O J S T W O 2. fUNKCIQ f−1 NEPRERYWNA I OSU]ESTWLQET GOMEOMORFIZM MNOVESTW

Nk
+(t0, ϑ) I Mk(ϑ). oBRATNAQ FUNKCIQ f : Mk(ϑ) → Nk

+(t0, ϑ) OPREDELENA RAWENSTWOM

f(τ) =
n−1∑

i=n−k−1

(−1)i−n+k

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t0, t)b(t) dt, (13)

GDE τn−k−1 = 0, τn = ϑ.
d O K A Z A T E L X S T W O. pOKAVEM, ˆTO FUNKCIQ f−1 NEPRERYWNA. pUSTX POSLEDOWATELX-

NOSTX {xj}∞1 ⊂ Nk
+(t0, ϑ) TAKOWA, ˆTO xj → x0 ∈ Nk

+(t0, ϑ). pOSLEDOWATELXNOSTI {xj}∞1 OTWEˆAET

POSLEDOWATELXNOSTX {τj}, τj = f−1(xj) ∈Mk(ϑ), A TOˆKE x0 — TOˆKA τ0 = f−1(x0) ∈Mk(ϑ). nADO
POKAZATX, ˆTO τj → τ0. wYDELIM IZ POSLEDOWATELXNOSTI {τj}∞1 SHODQ]U@SQ PODPOSLEDOWATELX-
NOSTX, KOTORU@ SNOWA OBOZNAˆIM {τj}∞1 . pREDEL “TOJ POSLEDOWATELXNOSTI τ∗ ∈ clMk(ϑ). pUSTX
UPRAWLENIE u(t, τj) OTWEˆAET TOˆKE xj (T. E. PEREWODIT xj W NULX), TOGDA

xj = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)u(t, τj) dt. (14)

pOSLEDOWATELXNOSTX {u(t, τj)}∞1 SLABO SHODITSQ K u(t, τ∗), PO“TOMU, PEREHODQ W (14) K PREDELU,

POLUˆIM x0 = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ∗) dt. s DRUGOJ STORONY, x0 = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ0) dt I
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PO“TOMU (SM. DOKAZATELXSTWO SWOJSTWA 1) τ∗ = τ0. sLEDOWATELXNO, IZ SHODIMOSTI xj → x0 SLEDUET

SHODIMOSTX f−1(xj) → f−1(x0). dOKAZATELXSTWO RAWENSTWA (13) OˆEWIDNO.
s W O J S T W O 3. pUSTX ϑ 6 σ(t0). dLQ KAVDOGO k = 1, . . . , n − 1 I L@BOJ TOˆKI τ =

= (τn−k, . . . , τn−1) ∈ Mk(ϑ) WEKTORY h(τn−k)
.= X(t0, t0 + τn−k)b(t0 + τn−k), . . . , h(τn−1)

.=
X(t0, t0 + τn−1)b(t0 + τn−1) LINEJNO NEZAWISIMY.

d O K A Z A T E L X S T W O. eSLI NAJDUTSQ ˆISLA cn−k, . . . , cn−1, NE RAWNYE NUL@ ODNOWRE-
MENNO, TAKIE, ˆTO h(τn−k)cn−k + · · · + h(τn−1)cn−1 = 0, TO DLQ WSQKOGO ψ ∈ Rn IMEET MESTO

RAWENSTWO

ξ(τn−k)cn−k + · · ·+ ξ(τn−1)cn−1 = 0, (15)

GDE ξ(τi) = ψX(t0, t0 + τi)b(t0 + τi). pUSTX cj 6= 0. nAJD¡TSQ TAKOJ WEKTOR ψ 6= 0, ˆTO FUNKCIQ
ξ(t) = ψX(t0, t)b(t) IMEET NULI W TOˆKAH t0 + τi, i 6= j I ξ(τj) 6= 0 (“TO SLEDUET IZ NEOSCILLQCII
I CITIROWANNOJ TEOREMY bERN[TEJNA). pO“TOMU IZ (15) SLEDUET, ˆTO ξ(τj)cj = 0. sWOJSTWO 3
DOKAZANO.

w SILU SWOJSTW 1–3, DLQ L@BOGO ϑ 6 σ(t0) I KAVDOGO k = 1, . . . , n−1, MNOVESTWO Nk
+(t0, ϑ) QW-

LQETSQ GLADKIM (KLASSA C1) MNOGOOBRAZIEM RAZMERNOSTI k, WLOVENNYMI W Rn. w DEJSTWITELXNO-
STI ONO PRINADLEVIT KLASSU Cr+1. dOKAVEM “TO. iZ RAWENSTWA f(τ+δτ) = f(τ)+df(τ)δτ+o(|δτ |),
GDE df(τ) = (qn−k(τ), . . . , qn−1(τ)), qi(τ) = ∂f(τ)/∂τi = −2(−1)i−n+kh(τi), i = n−k, . . . , n−1, SLE-
DUET, ˆTO OPERATOR df(τ) DEJSTWUET IZ PROSTRANSTWA TτMk KASATELXNOGO K MNOGOOBRAZI@ Mk(ϑ)
W TOˆKE τ (I OTOVDESTWLQEMOGO S Rk) W PROSTRANSTWO TxN

k KASATELXNOE K Nk
+(t0, ϑ) W TOˆKE

x = f(τ) (MODELX@ KOTOROGO SLUVIT Rk). kROME TOGO, df(τ)(TτMk) = TxN
k I PO“TOMU df(τ)

— IZOMORFIZM. s UˆETOM USLOWIJ NA SISTEMU (1), LEGKO PROWERITX, ˆTO FUNKCIQ τ → df(τ)
PRINADLEVIT KLASSU Cr, SLEDOWATELXNO, f — DIFFEOMORFIZM KLASSA Cr+1, I PO“TOMU Nk

+(t0, ϑ)
— MNOGOOBRAZIE KLASSA Cr+1.

t E O R E M A 3. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ NA R. tOGDA DLQ KAVDOGO ϑ 6 σ(t0)
MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI Dϑ(t0) QWLQETSQ STROGO WYPUKLYM TELOM W Rn (T. E. intDϑ(t0) 6=
∅ I DLQ L@BYH x, x0 ∈ ∂Dϑ(t0) I L@BOGO λ ∈ (0, 1) TOˆKA λx + (1 − λ)x0 ∈ intDϑ(t0)). gRANICA
∂Dϑ(t0) MNOVESTWA Dϑ(t0) ESTX OB˙EDINENIE NEPERESEKA@]IHSQ GLADKIH (KLASSA Cr+1) MNOGO-

OBRAZIJ Nk
+(t0, ϑ) I Nk

−(t0, ϑ), k = 0, 1, . . . , n−1, I OB˙EDINENIE
(
k−1⋃
i=0

N i
−(t0, ϑ)

) ⋃ (
k−1⋃
i=0

N i
+(t0, ϑ)

)
QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ clNk

+(t0, ϑ) I clNk
−(t0, ϑ). dALEE, WSQKOJ TOˆKE x ∈

Nk
+(t0, ϑ) OTWEˆAET EDINSTWENNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE x(t0) = x W x(t0 + ϑ) = 0, PRI-

ˆEM u(t, x) IMEET ROWNO k PEREKL@ˆENIJ NA INTERWALE (t0, t0 + ϑ).
d O K A Z A T E L X S T W O. wSE UTWERVDENIQ TEOREMY, KROME UTWERVDENIQ O STROGOJ WYPUK-

LOSTI Dϑ(t0) UVE DOKAZANY. dOKAZATELXSTWO STROGOJ WYPUKLOSTI SLEDUET IZ EDINSTWENNOSTI

UPRAWLENIQ u(t, x0), PEREWODQ]EGO TOˆKU x0 = x(t0) ∈ ∂Dϑ(t0) W NULX ZA WREMQ ϑ. dEJSTWI-
TELXNO, ESLI NAJD¡TSQ λ ∈ (0, 1) TAKOE, ˆTO xλ = λx1 + (1 − λ)x0 ∈ ∂Dϑ(t0) DLQ NEKOTORYH

x0, x1 ∈ ∂Dϑ(t0), TO uλ(t) = λu(t, x1) + (1 − λ)u(t, x0) — EDINSTWENNOE UPRAWLENIE, PEREWODQ-
]EE TOˆKU xλ W NULX ZA WREMQ ϑ. pO“TOMU |uλ(t)| = 1 DLQ WSEH t ∈ [t0, ϑ). sLEDOWATELXNO, LIBO
λ /∈ (0, 1), LIBO u(t, x0) = u(t, x1) I TOGDA x0 = x1.

p R I M E R 2. nA RIS. 1 POSTROENO MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI Dϑ(t0) SISTEMY ẋ1 = x2, ẋ2 =
x3, ẋ3 = u, |u| 6 1, PRI ϑ = 3, t0 = 0. ÆwERHNQQ [APKAŒ, T. E. MNOGOOBRAZIE N2

+(0, 3), POSTROENA
NA RIS. 2.

p R I M E R 3. nA RIS. 3 I 4 POSTROENY Dϑ(t0) I N2
+(t0, ϑ) DLQ SISTEMY IZ PRIMERA 1 PRI

|u| 6 1, t0 = 0, ϑ = 2π, a1 = 1, a2 = 0.1 sin t, a3 = 1 + 0.999 sin t.
4. sTRUKTURA RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI. wWEDEM OBOZNAˆENIE τn = ϑ

I DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n I L@BOGO t ∈ R OPREDELIM MNOGOOBRAZIQ Mk(t), GDE M0(t) .= {0},
Mk(t) .= {τ = (τn−k+1, . . . , τn) : 0 < τn−k+1 < · · · < τn < σ(t)}, k = 1, . . . , n I MNOGOOBRAZIQ

M1+k = R × Mk(t). wSQKOJ TOˆKE p = (t, τ) ∈ M1+k POSTAWIM W SOOTWETSTWIE TOˆKU q = (t, x),
GDE x = 0 PRI k = 0, A PRI k > 1

x = x(p) = −
n−1∑
i=n−k

(−1)i−n+k

t+τi+1∫
t+τi

X(t, s)b(s) ds, τn−k = 0. (16)
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rIS. 1. rIS. 2.

rIS. 3. rIS. 4.

tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVDOGO k ZADANA FUNKCIQ p→ F (p) = q S OBLASTX@ OPREDELENIQ M1+k

I OBLASTX@ ZNAˆENIJ N 1+k
+

.= F (M1+k) (W DALXNEJ[EM NIVNIJ INDEKS U N 1
+ OPUSKAEM). tAK KAK

N 1+k
+ = R × N k

+(t), GDE N 0(t) = {0}, A DLQ k > 1 MNOVESTWO N k
+(t) SOSTOIT IZ TOˆEK WIDA (16),

TO N k
+(t) ⊂ Dσ(t)(t). pO“TOMU, W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA pONTRQGINA I USLOWIQ τn < σ(t),

KAVDOJ TOˆKE q = (t, x) ∈ N 1+k
+ OTWEˆAET EDINSTWENNAQ TOˆKA p = (t, τ) ∈ M1+k, ZADA@]AQ (PRI

k > 2) MOMENTY PEREKL@ˆENIJ UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO POZICI@ (t, x) W POZICI@ (t+ τn, 0) I
OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ (PRI k = 0 OPTIMALXNOE UPRAWLENIE ≡ 0, A PRI k = 1
NE IMEET PEREKL@ˆENIJ). dOKAZATELXSTWO “TOGO FAKTA ANALOGIˆNO DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA 1.
sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET FUNKCIQ F−1 : N 1+k

+ → M1+k OBRATNAQ K F . pROWEDQ RASSUVDENIQ,
ANALOGIˆNYE DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA 2, LEGKO UBEDITXSQ, ˆTO FUNKCIQ q → F−1(q) NEPRERYWNA
NA N 1+k

+ . sLEDOWATELXNO, F — GOMEOMORFIZM MNOGOOBRAZIJ M1+k I N 1+k
+ .

dALEE, DLQ F IMEET MESTO RAWENSTWO F (p + δp) = F (p) + dF (p)δp + o(|δp|), GDE dF (p) =
col(1, 0, . . . , 0) PRI k = 0, A DLQ k > 1,

dF (p) =
(

1 0 . . . 0
wn−k(p) wn−k+1(p) . . . wn(p)

)
. (17)

zDESX wn−k(p) = ∂x(p)
∂t = A(t)x(p)+b(t)+wn−k+1(p)+· · ·+wn(p), wi(p) = ∂x(p)

∂τi
= 2(−1)i−n+kX(t, t+

τi)b(t+ τi), i = n− k + 1, . . . , n− 1, wn(p) = ∂x(p)
∂τn

= (−1)kX(t, t+ τn)b(t, t+ τn).
mOVNO POKAZATX (KAK “TO SDELANO PRI DOKAZATELXSTWE SWOJSTWA 3), ˆTO PRI KAVDOM FIK-

SIROWANNOM p ∈ M1+k WEKTORY wn−k+1(p), . . . , wn(p) LINEJNO NEZAWISIMY, PO“TOMU STOLBCY

MATRICY dF (p) TOVE LINEJNO NEZAWISIMY. sLEDOWATELXNO dF (p) — IZOMORFIZM PROSTRANSTWA

TpM1+k, KASATELXNOGO K MNOGOOBRAZI@ M1+k W TOˆKE p, W PROSTRANSTWO TqN 1+k
+ , KASATELXNOE

K MNOGOOBRAZI@ N 1+k
+ W TOˆKE q = F (p). kROME TOGO, FUNKCIQ p → dF (p) PRINADLEVIT KLASSU

Cr I PO“TOMU F — DIFFEOMORFIZM KLASSA Cr+1. sLEDOWATELXNO, DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n,
MNOGOOBRAZIE N 1+k

+ QWLQETSQ GLADKIM MNOGOOBRAZIEM KLASSA Cr+1.
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pOSTROENNYE MNOGOOBRAZIQ N 1+k
+ OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ˆTO DLQ TOˆEK (t0, x0) ∈ N 1+k

+

OPTIMALXNOE (W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ) UPRAWLENIE u0(t) PRI t ∈ [t0, t0 + τn−k+1(t0, x0)) RAWNO
+1. aNALOGIˆNYM OBRAZOM STROQTSQ MNOGOOBRAZIQ N 1+k

− , k = 1, . . . , n (W “TOM SLUˆAE OPTIMALX-
NOE UPRAWLENIE NAˆINAETSQ S −1).

z A M E ˆ A N I E 1. nEPOSREDSTWENNO PROWERQETSQ, ˆTO W SILU (17), WEKTOR SKOROSTI v+(q0)
.=

col(1, A(t0)x0 +b(t0)) DWIVENIQ t→ q(t) = (t, x(t)), (x(t) — RE[ENIE SISTEMY (1), PROHODQ]EE ˆE-
REZ TOˆKU x0 W MOMENT WREMENI t0 POD DEJSTWIEM UPRAWLENIQ u = +1) NAHODITSQ W PROSTRANSTWE
Tq0 N 1+k

+ , KASATELXNOM K MNOGOOBRAZI@ N 1+k
+ W TOˆKE q0. dALEE, IZ PRIWEDENNYH POSTROENIJ

SLEDUET, ˆTO MNOGOOBRAZIQ N 1, N 1+k
− I N 1+k

+ , k = 1, . . . , n, RASSMATRIWAEMYE KAK MNOGOOBRAZIQ
WLOVENNYE W R1+n, NE IME@T OB]IH TOˆEK, I MNOGOOBRAZIE N k

+

⋃
N k
− QWLQETSQ OB]IM KRAEM

MNOGOOBRAZIJ cl N 1+k
+ I cl N 1+k

− .
t E O R E M A 4. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. tOGDA RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRA-

WLQEMOSTI D
.= R × Dσ(t)(t) PREDSTAWIMO W WIDE D = cl

(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
, GDE N1+k

+ =
N 1+k

+

⋃
N k
−

⋃
N k−1

+

⋃
· · ·

⋃
N 1, N1+k

− = N 1+k
−

⋃
N k

+

⋃
N k−1
−

⋃
· · ·

⋃
N 1, k = 0, . . . , n. mNO-

GOOBRAZIQ N1+k
+ , N1+k

− SLABO INWARIANTNY, I DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n, MNOGOOBRAZIE Nk
+

⋃
Nk
−

QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl N1+k
+ I cl N1+k

− .

d O K A Z A T E L X S T W O. dLQ DOKAZATELXSTWA SLABOJ INWARIANTNOSTI MNOGOOBRAZIJ N1+k
+

DOSTATOˆNO ZAMETITX, ˆTO DLQ L@BOJ TOˆKI q0 = (t0, x0) ∈ N 1+k
+ NAJD¡TSQ UPRAWLENIE u(t, q0)

(W KAˆESTWE TAKOGO UPRAWLENIQ DOSTATOˆNO WZQTX UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ) TAKOE, ˆTO SOOTWETSTWU@]EE EMU RE[ENIE SISTEMY (1) S NAˆALXNYM USLOWIEM x(t0) = x0

BUDET PROHODITX ˆEREZ MNOGOOBRAZIQ N k
−, N k−1

+ , . . . , N 1 (SM. ZAMEˆANIE 1). aNALOGIˆNO DOKAZY-
WAETSQ SLABAQ INWARIANTNOSTX MNOGOOBRAZIJ N1+k

− . dALEE, WY[E BYLO POKAZANO, ˆTO MNOGOOB-
RAZIE N k

+

⋃
N k
− QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl N 1+k

+ I cl N 1+k
− , k = 1, . . . , n; SLEDOWA-

TELXNO, DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n MNOGOOBRAZIE Nk
+

⋃
Nk
− QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ

cl N1+k
+ I cl N1+k

− .
dOKAVEM PREDSTAWIMOSTX D = cl

(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
. pUSTX q0 ∈ D. tOGDA, W SILU OPREDELENIQ D,

SU]ESTWUET OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENIE u(t, q0), PRIWODQ]EE DWIVENIE
q(t, q0) = (t, x(t, q0)) NA MNOGOOBRAZIE N 1 ZA WREMQ ϑ 6 σ(t0), PRIˆEM RE[ENIE x(t, q0) SISTEMY
(1) IMEET NE BOLEE n− 1 PEREKL@ˆENIJ. sLEDOWATELXNO, q(t, q0) PRINADLEVIT LIBO cl N1+n

+ , LIBO
cl N1+n

− , W ZAWISIMOSTI OT POLOVENIQ TOˆKI q0, I MY IMEEM WKL@ˆENIE D ⊂ cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
.

oBRATNO, PUSTX q0 ∈ cl N 1+n
+ . tOGDA SU]ESTWUET OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAW-

LENIE u(t, q0), PRIWODQ]EE q(t, q0) NA MNOGOOBRAZIE N 1 ZA WREMQ ϑ 6 σ(t0). pROWEDQ TO VE RAS-
SUVDENIE DLQ q0 ∈ cl N 1+n

− , POLUˆIM WKL@ˆENIE cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
⊂ D, I, NAKONEC, RAWENSTWO

D = cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−

)
. tEOREMA DOKAZANA.

rABOTA FINANSIRUETSQ rOSSIJSKIM FONDOM FUNDAMENTALXNYH ISSLEDOWANIJ (97-01-00413) I
KONKURSNYM CENTROM uDMURTSKOGO GOSUNIWERSITETA (97-04).
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