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wWEDENIE. zDESX MY ISSLEDUEM USLOWIQ DIFFERENCIRUEMOSTI FUNK-
CII BYSTRODEJSTWIQ (t, x) → τn(t, x) LINEJNOJ NESTACIONARNOJ SISTEMY

ẋ = A(t)x+ b(t)u, |u| 6 1, (1)

(S ODNIM WHODOM I n WYHODAMI, n > 2) I WOZMOVNOSTX POSTROENIQ POZICI-
ONNOGO UPRAWLENIQ, OPTIMALXNOGO W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ.

sLEDUET OTMETITX,ˆTO, NEZAWISIMO OT GLADKOSTI A(·) I b(·), W L@BOJ
OKRESTNOSTI NULQ PROSTRANSTWA (t, x)-PEREMENNYH SU]ESTWU@T (OTLIˆNYE
OT NULQ) TOˆKI, W KOTORYH FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ TERQET GLADKOSTX, NO
TAKIH TOˆEK ”DOSTATOˆNO MALO”. bOLEE TOˆNO, BUDET POKAZANO, ˆTO W PRED-
POLOVENII NEOSCILLQCII SOPRQVENNOJ SISTEMY ψ̇ = −ψA(t) OTNOSITELXNO
GIPERPLOSKOSTI, OPREDELQEMOJ NORMALXNYM WEKTOROM b(t), W RAS[IRENNOM
FAZOWOM PROSTRANSTWE (PROSTRANSTWE (t, x)-PEREMENNYH) SU]ESTWUET SLABO
INWARIANTNOE GLADKOE MNOGOOBRAZIE Nn RAZMERNOSTI n, SODERVA]EE NULX
I OBLADA@]EE TEM SWOJSTWOM, ˆTO W KAVDOJ TOˆKE (t, x) ∈ Nn FUNKCIQ

BYSTRODEJSTWIQ NE IMEET PROIZWODNOJ. dALEE, WO WSEH TOˆKAH (t, x) MNOVE-
STWA D $ {(t, x) : t ∈ R, τn(t, x) < σ(t)} (σ(t) = σ(t, A(·), b(·)) > 0 OPREDE-
LQET INTERWAL NEOSCILLQCII) NE LEVA]IH NA MNOGOOBRAZII Nn, FUNKCIQ
BYSTRODEJSTWIQ IMEET GLADKOSTX NA EDINICU BOLX[E GLADKOSTI FUNKCII

t→ (A(t), b(t)), ZADA@]EJ SISTEMU (1).
oKAZYWAETSQ, ˆTO ANALOGIˆNYM OBRAZOM FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ WE-

DET SEBQ NA MNOGOOBRAZII Nn: WO WSEH TOˆKAH MNOGOOBRAZIQ Nn, ZA ISKL@-
ˆENIEM TOˆEK, NAHODQ]IHSQ NA NEKOTOROM (SLABO INWARIANTNOM) PODMNOGO-
OBRAZII Nn−1 RAZMERNOSTI n− 1, FUNKCIQ τn(t, x) NEPRERYWNO DIFFEREN-
CIRUEMA PRI (t, x) ∈ D W NAPRAWLENII L@BOGO WEKTORA, LEVA]EGO W PRO-
STRANSTWE, KASATELXNOM K Nn W TOˆKE (t, x). tAKAQ STRUKTURA WLOVENNYH
SLABO INWARIANTNYH MNOGOOBRAZIJ, UMENX[A@]IH RAZMERNOSTX PROSTRAN-
STWA NEPRERYWNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI PO NAPRAWLENIQM, ESTESTWENNYM
OBRAZOM PRODOLVAETSQ DO MNOGOOBRAZIQ RAZMERNOSTI 1 (FAKTORIZACIQ pO-
LIA I mAMMANA).
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mNOGOOBRAZIQ Nk, k = 1, . . . , n, OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ˆTO NA

NIH OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENIE RAZRYWNO (UPRAW-
LENIE PEREKL@ˆAETSQ S +1 NA −1 ILI S −1 NA +1), A KONUS DOPUSTIMYH
WEKTOROW SKOROSTEJ (KOTORYJ NAPRAWLQET OPTIMALXNOE DWIVENIE, ESLI PO-
NIMATX TAKOE DWIVENIE W SMYSLE OPREDELENIQ a.f. fILIPPOWA) KASAETSQ
ODNOGO IZ MNOGOOBRAZIJ Nk (T.E. KONUS NAHODITSQ PO ODNU STORONU OT KASA-
TELXNOGO PROSTRANSTWA I IMEET S “TIM PROSTRANSTWOM OB]IJ WEKTOR). —TO
OBSTOQTELXSTWO POZWOLQET KORREKTNO OPREDELITX POZICIONNOE UPRAWLENIE,
OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. pRI “TOM POZICIONNOE UPRAWLENIE
DOSTATOˆNO ZADATX TOLXKO NA MNOGOOBRAZII N1+n MAKSIMALXNOJ RAZMER-
NOSTI, TAK KAK DWIVENIQ (t, x(t)) (W SMYSLE fILIPPOWA) SISTEMY S RAZ-
RYWNOJ PO FAZOWYM KOORDINATAM PRAWOJ ˆASTX@ NE ZAWISQT OT TOGO, KAK
OPREDELENA PRAWAQ ˆASTX NA MNOVESTWAH, MERA lEBEGA KOTORYH (W R1+n)
RAWNA NUL@. tAKIM OBRAZOM, NALIˆIE FAKTORIZACII pOLIA-mAMMANA WLE-
ˆET SU]ESTWOWANIE POZICIONNOGO UPRAWLENIQ, OPTIMALXNOGO W SMYSLE BY-
STRODEJSTWIQ.

1. oBOZNAˆENIQ I OPREDELENIQ. w STATXE ISPOLXZU@TSQ SLEDU@-
]IE OBOZNAˆENIQ: Rn — EWKLIDOWO PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI n S NORMOJ
|x| =

√
x∗x (∗ — OPERACIQ TRANSPONIROWANIQ). eSLI NE OGOWORENO DRUGOE,

WEKTORY-STOLBCY OBOZNAˆA@TSQ LATINSKIMI BUKWAMI, WEKTORY-STROKI —
GREˆESKIMI (TAKIM OBRAZOM, ZAPISX ξx OZNAˆAET SKALQRNOE PROIZWEDENIE

WEKTOROW ξ I x); End (Rn) — PROSTRANSTWO LINEJNYH OTOBRAVENIJ W Rn S
NORMOJ |A| = max

|x|61
|Ax|.

pUSTX D — PROIZWOLXNOE MNOVESTWO W Rn. oBOZNAˆIM intD — WNU-
TRENNOSTX MNOVESTWA D OTNOSITELXNO Rn, clD — ZAMYKANIE D W Rn.
oPORNOJ FUNKCIEJ ξ → c(ξ,D) MNOVESTWA D NAZYWAETSQ FUNKCIQ, OPRE-
DELENNAQ RAWENSTWOM c(ξ,D) = sup

x∈D
ξx. sWOJSTWA OPORNOJ FUNKCII SM. [1,

S.121]. dLQ NAS WAVNO, ˆTO WKL@ˆENIE 0 ∈ intD “KWIWALENTNO NERAWENSTWU

c(ξ,D) > 0 DLQ WSEH ξ ∈ Sn−1, GDE Sn−1 $ {ξ ∈ Rn : |ξ| = 1}.
nAPOMNIM [2], ˆTO ESLI M I N — MNOGOOBRAZIQ KLASSA Cr (r > 1),

WLOVENNYE W KONEˆNOMERNYE PROSTRANSTWA I f — OTOBRAVENIE IZ M W N,
TO f PRINADLEVIT KLASSU Ck (k 6 r) W TOˆKE p ∈ M, ESLI DLQ L@BOJ k
RAZ NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMOJ KRIWOJ p : (−1, 1) → M, PROHODQ]EJ
ˆEREZ TOˆKU p (p(0) = p), FUNKCIQ ε→ f(p(ε)) IZ (−1, 1) W N PRINADLEVIT

KLASSU Ck W TOˆKE ε = 0. dALEE, OTOBRAVENIE df(p) : TpM → TqN, DEJ-
STWU@]EE IZ PROSTRANSTWA TpM, KASATELXNOGO K M W TOˆKE p W PROSTRAN-
STWO TqN , KASATELXNOE K N W TOˆKE q = f(p) I OPREDELENNOE RAWENSTWOM
df(p)v = df(p(ε))/dε|ε=0 DLQ WSQKOJ Ck-KRIWOJ p : (−1, 1) → M (p(0) =
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p, dp(ε)/dε|ε=0 = v ∈ TpM), NAZYWAETSQ PROIZWODNOJ OTOBRAVENIQ f W

TOˆKE p. oTOBRAVENIE f : M → N NAZYWAETSQ Ck-DIFFEOMORFIZMOM, ES-
LI ONO PRINADLEVIT KLASSU Ck I IMEET OBRATNOE TOGO VE KLASSA. eSLI
f : M → N OTOBRAVENIE KLASSA Ck I df(p) — IZOMORFIZM DLQ KAVDOGO

p ∈M, TO f — DIFFEOMORFIZM KLASSA Ck.
wS@DU DALEE PREDPOLAGAETSQ, ˆTO FUNKCII A : R → End (Rn) I b :

R → Rn, ZADA@]IE SISTEMU (1), NEPRERYWNY.

fUNKCIEJ BYSTRODEJSTWIQ (t, x) → τn(t, x) SISTEMY (1) NAZYWAETSQ
FUNKCIQ, ZNAˆENIE KOTOROJ W KAVDOJ TOˆKE (t0, x0) OPREDELQETSQ RAWEN-
STWOM

τn(t0, x0) = min
u(·)∈U

{ϑ > 0: x(t0 + ϑ, t0, x0, u(·)) = 0},

GDE U — SOWOKUPNOSTX WSEH IZMERIMYH FUNKCIJ SO ZNAˆENIQMI W [−1, 1],
x(t, t0, x0, u(·)) — RE[ENIE SISTEMY (1) PRI UPRAWLENII u = u(t) I NAˆALX-
NOM USLOWII x(t0) = x0. eSLI DLQ NEKOTOROJ TOˆKI (t0, x0) NE SU]ESTWUET
DOPUSTIMOGO UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO RE[ENIE W NULX ZA KONEˆNOE WREMQ,
BUDEM POLAGATX, ˆTO τn(t0, x0) = ∞.

mNOVESTWOM UPRAWLQEMOSTI SISTEMY (1) NA OTREZKE WREMENI [t0,
t0 +ϑ] NAZYWAETSQ MNOVESTWO Dϑ(t0) = {x ∈ Rn : τn(t0, x) 6 ϑ}. dLQ Dϑ(t0)
IMEET MESTO RAWENSTWO (SM., NAPRIMER, [3, S.103])

Dϑ(t0) = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)Udt, (2)

GDE U = [−1, 1], X(t, s) – MATRICA kO[I SISTEMY ẋ = A(t)x, A INTEGRAL
PONIMAETSQ W SMYSLE a.a. lQPUNOWA ([4, S.229]).

sISTEMA (1) NAZYWAETSQ DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMOJ W TOˆKE t0,
ESLI DLQ WSEH ϑ > 0 IMEET MESTO WKL@ˆENIE 0 ∈ intDϑ(t0), I DIFFERENCI-
ALXNO UPRAWLQEMOJ NA INTERWALE J ⊂ R, ESLI ONA DIFFERENCIALXNO UPRA-
WLQEMA W KAVDOJ TOˆKE “TOGO INTERWALA. w [3, LEMMA 1 I TEOREMA 2] POKAZA-
NO, ˆTO ESLI SISTEMA (1) DIFFERENCIALXNO UPRAWLQEMA NA J , TO DLQ L@BO-
GO t0 ∈ J MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t0) $

⋃
ϑ>0

Dϑ(t0) OTKRYTO W Rn I

FUNKCIQ BYSTRODEJSTWIQ NEPRERYWNA W KAVDOJ TOˆKE (t0, x0) ∈ J ×D(t0).
mNOVESTWO N W RAS[IRENNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE R1+n SISTEMY

(1) NAZYWAETSQ SLABO INWARIANTNYM, ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI (t0, x0) ∈ N
SU]ESTWUET UPRAWLENIE u0(·) ∈ U TAKOE, ˆTO RE[ENIE x0(t) SISTEMY (1)
PRI u = u0(t) I NAˆALXNOM USLOWII x0(t0) = x0, UDOWLETWORQET WKL@ˆENI@
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(t, x0(t)) ∈ N DLQ WSEH t > t0. w ˆASTNOSTI, RAS[IRENNOE MNOVESTWO UPRA-
WLQEMOSTI D $ R×Dσ(t)(t) SLABO INWARIANTNO (DLQ L@BOJ FUNKCII σ(t),
UDOWLETWORQ@]EJ NERAWENSTWU σ(t) > 0 PRI WSEH t ∈ R).

2. dOKRITIˆNOSTX I NEOSCILLQCIQ. pUSTX ψ1(t), . . . , ψn(t) —
PROIZWOLXNAQ FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA RE[ENIJ SOPRQVENNOGO URAWNE-
NIQ

ψ̇ = −ψA(t). (3)

oBOZNAˆIM ˆEREZ σ(t0) TOˆNU@ WERHN@@ GRANX TAKIH σ > 0, ˆTO NA POLU-
INTERWALE [t0, t0 + σ) SOWOKUPNOSTX FUNKCIJ

ξ1(t) $ ψ1(t)b(t), . . . , ξn(t) $ ψn(t)b(t) (4)

QWLQETSQ ˆEBY[EWSKOJ SISTEMOJ (T-SISTEMOJ), T.E. WSQKAQ NETRIWIALXNAQ
LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ (4) IMEET NA [t0, t0+σ) NE BOLEE n−1 GEOMET-
RIˆESKI RAZLIˆNYH NULEJ (KRATNOSTX NULEJ NE UˆITYWAETSQ). iZ OPREDE-
LENIQ σ(t0) SLEDUET, ˆTO DLQ L@BOGO ϑ ∈ [0, σ(t0)] WSQKOE NETRIWIALXNOE RE-
[ENIE SISTEMY (3) PERESEKAET GIPERPLOSKOSTX γ(t) $ {ψ ∈ Rn : ψb(t) = 0}
NE BOLEE n − 1 RAZ, KOGDA t PROBEGAET INTERWAL [t0, t0 + ϑ). —TO SWOJSTWO
NAZWANO W [5] SWOJSTWOM NEOSCILLQCII SISTEMY (3) NA INTERWALE [t0, t0 +ϑ)
OTNOSITELXNO GIPERPLOSKOSTI γ(t). pROSTYE PRIMERY POKAZYWA@T, ˆTO
FUNKCIQ t → σ(t) MOVET BYTX RAZRYWNOJ, NO ONA POLUNEPRERYWNA SNI-
ZU (ESLI t0 — TOˆKA RAZRYWA, TO σ(t0 − 0) = σ(t0) < σ(t0 + 0).) oTMETIM
E]E, ˆTO SOWOKUPNOSTX (4) QWLQETSQ T -SISTEMOJ NA [t0, t0 + ϑ) W TOM I

TOLXKO W TOM SLUˆAE, ESLI DLQ L@BOGO NABORA TOˆEK t1, . . . , tn, TAKIH, ˆTO
t0 6 t1 < t2 < . . . < tn < t0 + ϑ, OPREDELITELX det(ξi(tj))ni,j=1 OTLIˆEN OT

NULQ (SM. [6, S.51]).
oSNOWNOE SWOJSTWO T -SISTEM, NEOBHODIMOE NAM DLQ DALXNEJ[EGO, IZ-

WESTNO POD NAZWANIEM TEOREMY s.n. bERN[TEJNA [6, S.53]: ESLI SOWOKUP-
NOSTX (4) QWLQETSQ T -SISTEMOJ NA [t0, t0 + ϑ), TO DLQ L@BOGO NABORA

TOˆEK t1, . . . , tn−1 TAKIH, ˆTO t0 6 t1 < t2 < · · · < tn−1 < t0 +ϑ, NAJDETSQ
LINEJNAQ KOMBINACIQ FUNKCIJ (4), IME@]AQ PROSTYE NULI W TOˆKAH ti I
NE IME@]AQ DRUGIH NULEJ NA [t0, t0 + ϑ).

o P R E D E L E N I E 1.1 sISTEMA (1) NAZYWAETSQ DOKRITIˆESKOJ NA

INTERWALE J , ESLI σ(t) > 0 DLQ WSEH t ∈ J .

l E M M A 1. eSLI SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ NA J , TO ONA DIFFE-
RENCIALXNO UPRAWLQEMA DLQ WSEH t ∈ J .

dEJSTWITELXNO, DLQ KAVDOGO t0 ∈ J I L@BOGO ϑ ∈ (0, σ(t0)), OPOR-
NAQ FUNKCIQ ψ → c(ψ,Dϑ(t0)) MNOVESTWA Dϑ(t0) OPREDELQETSQ RAWENSTWOM
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t0+ϑ∫
t0

|ξ(t)|dt, GDE ξ(t) = ψ(t)b(t), ψ(t) — RE[ENIE SISTEMY (3) S USLOWIEM

ψ(t0) = −ψ. pO“TOMU min
ψ∈Sn−1

c(ψ,Dϑ(t0)) > 0, ˆTO I DOKAZYWAET LEMMU.

w DALXNEJ[EM MY BUDEM PREDPOLAGATX, ˆTO SISTEMA (1) DOKRITIˆE-
SKAQ NA R. wOPROS O NALIˆII DOKRITIˆNOSTI U SISTEMY (1) I SWOJSTWAH

(W ˆASTNOSTI, OCENKAH SNIZU I SWERHU) FUNKCII t → σ(t) PREDSTAWLQET
SAMOSTOQTELXNYJ INTERES. nA “TU TEMU PLANIRUETSQ OTDELXNAQ STATXQ,
ZDESX VE MY PRIWEDEM BEZ DOKAZATELXSTWA DWA UTWERVDENIQ OTNOSQ]IESQ

K DOKRITIˆNOSTI.

t E O R E M A 1. wSQKAQ SISTEMA WIDA (1) PRIWODIMAQ NEWYROVDEN-
NYM PREOBRAZOWANIEM z(t) = L(t)x (L(t) NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMA I

detL(t) 6= 0, t ∈ J) K KANONIˆESKOJ SISTEME

ż = F (t)z + g(t)u,

DOKRITIˆNA. zDESX

F =


f11 f12 . . . f1n−1 f1n
−β2 f22 . . . f2n−1 f2n
0 −β3 . . . f3n−1 f3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −βn fnn

 , g =


β1

0
0
. .
0

 ,

PRIˆEM FUNKCII fik I βi NEPRERYWNY PO t I βi(t) > 0, t ∈ J, i = 1, . . . , n.

dOPUSTIM, ˆTO SISTEMA (1) UDOWLETWORQET SLEDU@]IM DWUM USLOWI-
QM.

u S L O W I E 1. dLQ KAVDOGO i = 1, . . . , n + 1 FUNKCII t → qi(t),
OPREDELENNYE RAWENSTWAMI q1(t) = b(t), . . . , qi(t) = q̇i−1(t) − A(t)qi−1(t),
NEPRERYWNY, OGRANIˆENY NA R I detQ(t) 6= 0 PRI WSEH t ∈ R, GDE

Q(t) = (q1(t), . . . , qn(t)).

u S L O W I E 2. nAJDUTSQ ˆISLA ν1, . . . , νn−1 TAKIE, ˆTO ν1 6 ν2 6
· · · 6 νn−1 I DLQ KORNEJ λ1(t), . . . , λn(t) URAWNENIQ det(λQ(t) − H(t)) = 0,
GDE H(t) = (q2(t), . . . , qn+1(t)), PRI WSEH t WYPOLNENY NERAWENSTWA

λ1(t) 6 ν1 6 λ2(t) 6 · · · 6 νn−1 6 λn(t). (5)

t E O R E M A 2. eSLI WYPOLNENY USLOWIQ 1 I 2, TO σ(t) = ∞ DLQ

WSEH t ∈ R. dALEE, ESLI NAJDUTSQ TAKIE KONSTANTY ε > 0 I δ > 0,
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ˆTO DOPOLNITELXNO K (5) PRI WSEH DOSTATOˆNO BOLX[IH t WYPOLNENY
NERAWENSTWA δ 6 λ1(t), νi−1 + ε 6 λi(t) 6 νi − ε, i = 2, . . . , n − 1, TO
MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D(t) SISTEMY (1) SOWPADAET S Rn PRI WSEH t.

p R I M E R 1. rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ

ẋ1 = a1(t)x1 + a2(t)x3 + u

ẋ2 = x1

ẋ3 = x1 + a3(t)x3,

OPISYWA@]U@ (W LINEJNOM PRIBLIVENII) DINAMIKU LETATELXNOGO APPARA-
TA S PEREMENNYMI A“RODINAMIˆESKIMI HARAKTERISTIKAMI (SM. [7]). zDESX
x2 — UGOL TANGAVA, x3 — UGOL ATAKI, u — OTKLONENIE RULQ WYSOTY.
nEPOSREDSTWENNO PROWERQETSQ, ˆTO ESLI ai NE ZAWISQT OT t, TO NERAWENSTWO
a3 6= 0 QWLQETSQ NEOBHODIMYM I DOSTATOˆNYM USLOWIEM DOKRITIˆNOSTI SI-
STEMY, A USLOWIQ a3 6= 0, (a1 − a3)2 + 4a2 > 0 OBESPEˆIWA@T GLOBALXNU@

DOKRITIˆNOSTX (TO ESTX σ = ∞).
pUSTX TEPERX FUNKCII t→ ai(t) NEPRERYWNY I DLQ WSEH t WYPOLNENo

USLOWIE a3(t) 6= 0. mOVNO POKAZATX TOGDA (S PRIMENENIEM TEOREM 1 I 2),
ˆTO ESLI DLQ KAVDOGO t NAJDETSQ TAKOE ϑ > 0, ˆTO WYPOLNENO NERAWENSTWO

−1 6 a3(t)

t+ϑ∫
t

a2(s)exp

s∫
t

(a3(τ)− a1(τ)) dτ ds 6 0,

TO SISTEMA DOKRITIˆESKAQ, PRIˆEM σ(t) > ϑ. w ˆASTNOSTI, ESLI a3(t) < 0 I
a2(t) > 0, ILI a3(t) > 0 I a2(t) 6 0, TO σ(t) > 0.

3. sTRUKTURA GRANICY MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI. bUDEM DA-
LEE PREDPOLAGAETX, ˆTO FUNKCII A : R → End (Rn) I b : R → R, ZADA@]IE
SISTEMU (1), OGRANIˆENY NA R, PRINADLEVAT KLASSU Cr (T.E. r RAZ NEPRE-
RYWNO DIFFERENCIRUEMY NA R), GDE r > 0 I SISTEMA (1) DOKRITIˆNA.

eSLI ϑ < σ(t0), TO, W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA l.s. pONTRQGINA

max
u(·)∈U

ψ(t)b(t)u = ψ(t)b(t)u(t), t ∈ [t0, t0 + ϑ], (6)

DLQ WSQKOJ TOˆKI x0 ∈ Dϑ(t0) NAJDUTSQ CELOE k, 0 6 k 6 n − 1 I WEKTOR

τ ∈Mk(ϑ), GDE M0(ϑ) $ {0},

Mk(ϑ) $ {τ = (τn−k, . . . , τn−1) ∈ Rk : 0 < τn−k < · · · < τn−1 < ϑ},

k = 1, . . . , n − 1, TAKIE, ˆTO UPRAWLENIE, PEREWODQ]EE x0 = x(t0) W NAˆALO
KOORDINAT ZA MINIMALXNOE WREMQ, PRINIMAET ZNAˆENIQ +1 ILI −1 I IMEET
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PEREKL@ˆENIQ TOLXKO W TOˆKAH t0+τi, i = n−k, . . . , n−1 (TOˆKI t0+τi, i =
n − k, . . . , n − 1, OTWEˆA@T NULQM FUNKCII ξ(t) $ ψ(t)b(t), GDE ψ(t) —
NEKOTOROE NETRIWIALXNOE RE[ENIE SISTEMY (3)). w SILU USLOWIQ ϑ < σ(t0),
TAKIH PEREKL@ˆENIJ NE BOLEE n− 1. mNOVESTWU M0(ϑ) OTWEˆA@T TOˆKI IZ
Dϑ(t0), PEREHODQ]IE W NULX POD DEJSTWIEM UPRAWLENIJ BEZ PEREKL@ˆENIJ.
mY INTERPRETIRUEM Mk(ϑ) KAK WLOVENNYE (W Rk) GLADKIE MNOGOOBRAZIQ
RAZMERNOSTI k S ESTESTWENNOJ TOPOLOGIEJ.

dLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n − 1 POSTROIM MNOVESTWA Nk
+(t0, ϑ) I

Nk
−(t0, ϑ) SLEDU@]IM OBRAZOM: Nk

+(t0, ϑ) SOSTOIT IZ WSEH TAKIH TOˆEK

x0 ∈ Dϑ(t0), DLQ KAVDOJ IZ KOTORYH NAJD¡TSQ TOˆKA τ(t0, x0) ∈ Mk(ϑ)
TAKAQ, ˆTO OPTIMALXNOE UPRAWLENIE u(t, x0), t0 6 t 6 t0 + ϑ, PEREWODIT
TOˆKU x(t0) = x0 W TOˆKU x(t0 + ϑ) = 0, IMEET PEREKL@ˆENIQ TOLXKO

W MOMENTY WREMENI t = t0 + τi(t0, x0) I DO PERWOGO MOMENTA PEREKL@-
ˆENIQ u(t, x0) = +1. pRI “TOM MNOVESTWO N0

+(t0, ϑ) SOSTOIT IZ ODNOJ

TOˆKI: N0
+(t0, ϑ) =

{
−
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t) dt

}
. mNOVESTWA Nk

−(t0, ϑ) OPREDE-

LQ@TSQ ANALOGIˆNO S ZAMENOJ UPRAWLENIQ u(t, x0) NA −1 PRI t0 6 t <
t0 + τn−k(t0, x0).

mNOVESTWA Nk
+(t0, ϑ) I Nk

−(t0, ϑ), k = 0, . . . , n− 1, OBLADA@T SLEDU@-
]IMI SWOJSTWAMI.

s W O J S T W O 1. Nk
+(t0, ϑ) ⊂ ∂Dϑ(t0) I WSQKOJ TOˆKE x0 ∈ Nk

+(t0, ϑ)
OTWEˆAET EDINSTWENNAQ TOˆKA τ(t0, x0) ∈ Mk(ϑ) (NABOR MOMENTOW PE-
REKL@ˆENIQ) TAKAQ, ˆTO UPRAWLENIE u(t, x0), UDOWLETWORQ@]EE PRINCIPU
MAKSIMUMA (6), PEREWODIT x0 = x(t0) W x(t0 + ϑ) = 0.

d O K A Z A T E L X S T W O. dEJSTWITELXNO, TAK KAK Nk
+(t0, ϑ) ⊂ Dϑ(t0),

TO SU]ESTWOWANIE TOˆKI x0 ∈ Nk
+(t0, ϑ) NE PRINADLEVA]EJ ∂Dϑ(t0), WLEˆ¡T

WKL@ˆENIE x0 ∈ intDϑ(t0). sLEDOWATELXNO, WREMQ BYSTRODEJSTWIQ τn(t0, x0)
IZ TOˆKI x0 W NULX UDOWLETWORQET NERAWENSTWU τn(t0, x0) < ϑ. sOOTWETSTWU-
@]EE UPRAWLENIE u0(t) UDOWLETWORQET USLOWI@ (6) DLQ NEKOTOROGO NETRI-
WIALXNOGO RE[ENIQ ψ0(t) URAWNENIQ (3). s DRUGOJ STORONY, IZ OPREDELE-
NIQ Nk

+(t0, ϑ) SLEDUET, ˆTO SU]ESTWUET τ ∈ Mk(ϑ), PRI KOTOROM UPRAW-
LENIE u(t, τ) TAKVE PEREWODIT x0 W NULX ZA WREMQ ϑ. dOOPREDELIM u0(t)
NA (t0 + τn(t0, x0), t0 + ϑ] TOVDESTWENNYM NUL¡M I RASSMOTRIM FUNKCI@

v(t) = u(t, τ) − u0(t). —TA FUNKCIQ, KAK LEGKO WIDETX, SOHRANQET ZNAK NA

INTERWALAH (t0 + τi, t0 + τi+1), i = n− k− 1, . . . , n− 1, τn−k−1 = 0, τn = ϑ,
PRIˆ¡M (−1)iv(t) > 0 PRI t ∈ (t0 + τi, t0 + τi+1). sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ
v(t) IMEET NA [t0, t0 +ϑ] NE BOLEE k PEREMEN ZNAKA, T.E. SU]ESTWUET NE BOLEE
k RAZLIˆNYH TOˆEK t1 < t2 < · · · < tk INTERWALA (t0, t0 + ϑ) TAKIH, ˆTO

53



v(ti)v(ti+1) < 0. dALEE, FUNKCIQ y(t) $ x(t) − x0(t) (x(·) I x0(·) – RE[E-
NIQ SISTEMY (1) IZ TOˆKI x0 = x(t0), OTWEˆA@]IE u(·) I u0(·)) QWLQETSQ
RE[ENIEM ZADAˆI ẏ = A(t)y + b(t)v(t), y(t0) = y(t0 + ϑ) = 0 I PO“TOMU

t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)v(t) dt = 0. (7)

dALEE, NAJD¡TSQ WEKTOR ψ 6= 0 TAKOJ, ˆTO FUNKCIQ ξ(t) = ψX(t0, t)b(t)
IMEET NULI W TOˆKAH PEREMEN ZNAKA FUNKCII v(t) I ξ(t)v(t) > 0 PRI t0 6 t 6

t0 + ϑ < t0 + σ(t0). uMNOVAQ (7) NA ψ, IMEEM RAWENSTWO
t0+ϑ∫
t0

ξ(t)v(t) dt = 0.

sLEDOWATELXNO, v(t) ≡ 0, u(t, τ) ≡ u0(t), t0 6 t 6 t0 + ϑ, ˆTO PROTIWOREˆIT
PREDPOLOVENI@ τn(t0, x0) < ϑ.

dOKAZATELXSTWO EDINSTWENNOSTI UPRAWLENIQ u(t, τ), OTWEˆA@]EGO TO-
ˆKE x0 ∈ Nk

+(t0, ϑ) ANALOGIˆNO: DLQ UPRAWLENIJ u(t, τ), u0(t), PEREWODQ]IH
x(t0) = x0 W x(t0+ϑ) = 0 OTNOSITELXNO FUNKCII v(t) = u(t, τ)−u0(t) IMEEM
RAWENSTWO (7). sWOJSTWO 1 DOKAZANO.

w SILU SWOJSTWA 1 SU]ESTWUET FUNKCIQ f−1 : Nk
+(t0, ϑ) → Mk(ϑ),

STAWQ]AQ W SOOTWETSTWIE KAVDOJ TOˆKE x ∈ Nk
+(t0, ϑ) TOˆKU τ ∈ Mk(ϑ),

ZADA@]U@ MOMENTY PEREKL@ˆENIJ OPTIMALXNOGO UPRAWLENIQ u(t, τ).

s W O J S T W O 2. fUNKCIQ f−1 NEPRERYWNA I OSU]ESTWLQET GOMEO-
MORFIZM MNOVESTW Nk

+(t0, ϑ) I Mk(ϑ). oBRATNAQ FUNKCIQ f : Mk(ϑ) →
Nk

+(t0, ϑ) OPREDELENA RAWENSTWOM

f(τ) =
n−1∑

i=n−k−1

(−1)i−n+k

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t0, t)b(t) dt, (8)

GDE τn−k−1 = 0, τn = ϑ.

d O K A Z A T E L X S T W O. pOKAVEM, ˆTO FUNKCIQ g NEPRERYWNA. pUSTX
POSLEDOWATELXNOSTX {xj}∞1 ⊂ Nk

+(t0, ϑ) TAKOWA, ˆTO xj → x0 ∈ Nk
+(t0, ϑ).

pOSLEDOWATELXNOSTI {xj}∞1 OTWEˆAET POSLEDOWATELXNOSTX {τj}∞1 , τj =
g(xj) ∈ Mk(ϑ), A TOˆKE x0 – TOˆKA τ0 = g(x0) ∈ Mk(ϑ). nADO POKAZATX,
ˆTO τj → τ0. wYDELIM IZ POSLEDOWATELXNOSTI {τj}∞1 SHODQ]U@SQ PODPO-
SLEDOWATELXNOSTX, KOTORU@ SNOWA OBOZNAˆIM {τj}∞1 . pREDEL “TOJ POSLEDO-
WATELXNOSTI τ∗ ∈ clMk(ϑ). pUSTX UPRAWLENIE u(t, τj) OTWEˆAET TOˆKE xj
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(T.E. PEREWODIT xj W NULX), TOGDA

xj = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)u(t, τj) dt. (9)

pEREHODQ W (9) K PREDELU, POLUˆIM x0 = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ∗) dt. s DRU-

GOJ STORONY, x0 = −
t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)u(t, τ0) dt I PO“TOMU (SM. DOKAZATELX-

STWO SWOJSTWA 1) τ∗ = τ0. sLEDOWATELXNO, IZ SHODIMOSTI xj → x0 SLEDUET

SHODIMOSTX f−1(xj) → f−1(x0). dOKAZATELXSTWO RAWENSTWA (8) OˆEWIDNO.

s W O J S T W O 3. dLQ L@BOGO k = 1, . . . , n − 1 I L@BOJ TOˆKI τ =
(τn−k, . . . , τn−1) ∈Mk(ϑ) WEKTORY

h(τn−k) $ X(t0, t0 + τn−k)b(t0 + τn−k), . . . ,
h(τn−1) $ X(t0, t0 + τn−1)b(t0 + τn−1)

LINEJNO NEZAWISIMY.

d O K A Z A T E L X S T W O. eSLI NAJDUTSQ ˆISLA cn−k, . . . , cn−1 NE RAWNYE

NUL@ ODNOWREMENNO TAKIE, ˆTO h(τn−k)cn−k + · · ·+h(τn−1)cn−1 = 0, TO DLQ
WSQKOGO ψ ∈ Rn IMEET MESTO RAWENSTWO

ξ(τn−k)cn−k + · · ·+ ξ(τn−1)cn−1 = 0, (10)

GDE ξ(τi) = ψX(t0, t0 + τi)b(t0 + τi). pUSTX cj 6= 0. nAJD¡TSQ TAKOJ WEKTOR
ψ 6= 0, ˆTO FUNKCIQ ξ(t) = ψX(t0, t)b(t) IMEET NULI W TOˆKAH t0 + τi, i 6= j
I ξ(τj) 6= 0 (“TO SLEDUET IZ NEOSCILLQCII I CITIROWANNOJ TEOREMY bERN-
[TEJNA). pO“TOMU IZ (10) SLEDUET, ˆTO ξ(τj)cj = 0. sWOJSTWO 3 DOKAZANO.

w SILU SWOJSTW 1–3, DLQ KAVDOGO ϑ 6 σ(t0) I L@BOGO k = 1, . . . , n− 1,
MNOVESTWO Nk

+(t0, ϑ) QWLQETSQ GLADKIM (KLASSA C1) MNOGOOBRAZIEM RAZMER-
NOSTI k, WLOVENNYMI W Rn. w DEJSTWITELXNOSTI ONO PRINADLEVIT KLASSU

Cr+1. dOKAVEM “TO. iZ RAWENSTWA f(τ + δτ) = f(τ) + df(τ)δτ + o(|δτ |), GDE
df(τ) = (qn−k(τ), . . . , qn−1(τ)),

qi(τ) = ∂f(τ)/∂τi = −2(−1)i−n+kh(τi), i = n− k, . . . , n− 1,

SLEDUET, ˆTO OPRERATOR df(τ) DEJSTWUET IZ PROSTRANSTWA TτMk KASATELX-
NOGO K MNOGOOBRAZI@ Mk(ϑ) W TOˆKE τ (I OTOVDESTWLQEMOGO S Rk) W PRO-
STRANSTWO TxN

k KASATELXNOE K Nk
+(t0, ϑ) W TOˆKE x = f(τ) (MODELX@ KO-

TOROGO SLUVIT Rk). kROME TOGO, df(τ)(TτMk) = TxN
k I PO“TOMU df(τ)
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— IZOMORFIZM. s UˆETOM USLOWIJ NA SISTEMU (1), LEGKO PROWERITX, ˆTO
FUNKCIQ τ → df(τ) PRINADLEVIT KLASSU Cr, SLEDOWATELXNO, f — DIFFEO-
MORFIZM KLASSA Cr+1 I PO“TOMU Nk

+(t0, ϑ) — MNOGOOBRAZIE KLASSA Cr+1.

t E O R E M A 3. (ANONSIROWANA W [8]). pUSTX SISTEMA (1) DOKRITI-
ˆESKAQ NA R. tOGDA DLQ KAVDOGO ϑ 6 σ(t0) MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI

Dϑ(t0) QWLQETSQ STROGO WYPUKLYM TELOM W Rn (T.E. intDϑ(t0) 6= 0 I DLQ
L@BYH x, x0 ∈ ∂Dϑ(t0) I L@BOGO λ ∈ (0, 1) TOˆKA λx+(1−λ)x0 ∈ intDϑ(t0)).
gRANICA ∂Dϑ(t0) MNOVESTWA Dϑ(t0) ESTX OB˙EDINENIE NEPERESEKA@-
]IHSQ GLADKIH (KLASSA Cr+1) MNOGOOBRAZIJ Nk

+(t0, ϑ) I Nk
−(t0, ϑ), k =

0, 1, . . . , n− 1, I OB˙EDINENIE(
k−1⋃
i=0

N i
−(t0, ϑ)

)⋃(
k−1⋃
i=0

N i
+(t0, ϑ)

)

QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ clNk
+(t0, ϑ) I clNk

−(t0, ϑ). dALEE,
WSQKOJ TOˆKE x ∈ Nk

+(t0, ϑ) OTWEˆAET EDINSTWENNOE UPRAWLENIE, PEREWO-
DQ]EE x(t0) = x W x(t0+ϑ) = 0, PRIˆEM u(t, x) IMEET ROWNO k PEREKL@ˆENIJ
NA INTERWALE (t0, t0 + ϑ).

d O K A Z A T E L X S T W O. wSE UTWERVDENIQ TEOREMY, KROME UTWERVDE-
NIQ O STROGOJ WYPUKLOSTI Dϑ(t0) UVE DOKAZANY. dOKAZATELXSTWO STROGOJ
WYPUKLOSTI SLEDUET IZ EDINSTWENNOSTI UPRAWLENIQ u(t, x0), PEREWODQ]EGO
TOˆKU x0 = x(t0) ∈ ∂Dϑ(t0) W NULX ZA WREMQ ϑ. dEJSTWITELXNO, ESLI NAJ-
D¡TSQ λ ∈ (0, 1) TAKOE, ˆTO xλ = λx1 + (1 − λ)x0 ∈ ∂Dϑ(t0) DLQ NEKOTORYH
x0, x1 ∈ ∂Dϑ(t0), TO uλ(t) = λu(t, x1)+(1−λ)u(t, x0) – EDINSTWENNOE UPRAW-
LENIE, PEREWODQ]EE TOˆKU xλ W NULX ZA WREMQ ϑ. pO“TOMU |uλ(t)| = 1 DLQ

WSEH t ∈ [t0, ϑ). sLEDOWATELXNO, LIBO λ /∈ (0, 1), LIBO u(t, x0) = u(t, x1) I
TOGDA x0 = x1.

4. sTRUKTURA RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI. wWE-
DEM OBOZNAˆENIE τn = ϑ I DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n I L@BOGO t ∈
R OPREDELIM MNOGOOBRAZIQ Mk(t), GDE M0(t) = {0}, Mk(t) = {τ =
(τn−k+1, . . . , τn) : 0 < τn−k+1 < · · · < τn < σ(t)}, k = 1, . . . , n I MNOGOOB-
RAZIQ M1+k = R × Mk(t). wSQKOJ TOˆKE p = (t, τ) ∈ M1+k POSTAWIM W

SOOTWETSTWIE TOˆKU q = (t, x), GDE x = 0 PRI k = 0 I

x = x(p) = −
n−1∑
i=n−k

(−1)i−n+k

t+τi+1∫
t+τi

X(t, s)b(s) ds, τn−k = 0, (11)

PRI k > 1.
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tAKIM OBRAZOM, DLQ KAVOGO k ZADANA FUNKCIQ p → f(p) = q S OBLA-
STX@ OPREDELENIQ M1+k I OBLASTX@ ZNAˆENIJ N1+k

+ $ f(M1+k) (W DALX-
NEJ[EM NIVNIJ INDEKS U N1

+ OPUSKAEM). tAK KAK N1+k
+ = R × Nk

+(t), GDE
N0(t) = {0}, A DLQ k > 1 MNOVESTWO Nk

+(t) SOSTOIT IZ TOˆEK WIDA (11),
TO Nk

+(t) ⊂ Dσ(t)(t). pO“TOMU, W SILU PRINCIPA MAKSIMUMA pONTRQGINA I
USLOWIQ τn < σ(t), KAVDOJ TOˆKE q = (t, x) ∈ N1+k

+ OTWEˆAET EDINSTWENNAQ

TOˆKA p = (t, τ) ∈ M1+k, ZADA@]AQ (PRI k > 2) MOMENTY PEREKL@ˆENIJ

UPRAWLENIQ, PEREWODQ]EGO (t, x) W (t+ τn, 0) I OPTIMALXNOGO W SMYSLE BY-
STRODEJSTWIQ (PRI k = 0 OPTIMALXNOE UPRAWLENIE ≡ 0, A PRI k = 1 NE IME-
ET PEREKL@ˆENIJ). dOKAZATELXSTWO “TOGO FAKTA ANALOGIˆNO DOKAZATELX-
STWU SWOJSTWA 1. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET FUNKCIQ g : N1+k

+ → M1+k

OBRATNAQ K f. pROWEDQ RASSUVDENIQ, ANALOGIˆNYE DOKAZATELXSTWU SWOJ-
STWA 2, LEGKO UBEDITXSQ, ˆTO FUNKCIQ q → f−1(q) NEPRERYWNA NA N1+k

+ .

sLEDOWATELXNO, f — GOMEOMORFIZM MNOGOOBRAZIJ M1+k I N1+k
+ .

dALEE, DLQ f IMEET MESTO RAWENSTWO f(p+δp) = f(p)+df(p)δp+o(|δp|),
GDE df(p) = col(1, 0, . . . , 0) PRI k = 0, A DLQ k > 1,

df(p) =

 1 0 . . . 0

wn−k(p) wn−k+1(p) . . . wn(p)

 . (12)

zDESX

wn−k(p) =
∂x(p)
∂t

= A(t)x(p) + b(t) + wn−k+1(p) + · · ·+ wn(p),

wi(p) =
∂x(p)
∂τi

= 2(−1)i−n+kX(t, t+ τi)b(t+ τi), i = n− k + 1, . . . , n− 1,

wn(p) =
∂x(p)
∂τn

= (−1)kX(t, t+ τn)b(t, t+ τn).

mOVNO POKAZATX (KAK “TO SDELANO PRI DOKAZATELXSTWE SWOJSTWA 3),
ˆTO WEKTORY wn−k+1(p), . . . , wn(p) LINEJNO NEZAWISIMY PRI KAVDOM FIK-
SIROWANNOM p ∈ M1+k, PO“TOMU STOLBCY MATRICY df(p) TOVE LINEJNO

NEZAWISIMY. sLEDOWATELXNO df(p) — IZOMORFIZM PROSTRANSTWA TpM
1+k,

KASATELXNOGO K MNOGOOBRAZI@ M1+k W TOˆKE p, W PROSTRANSTWO TqN1+k
+ ,

KASATELXNOE K MNOGOOBRAZI@ N1+k
+ W TOˆKE q = f(p). kROME TOGO, FUNKCIQ

p → df(p) PRINADLEVIT KLASSU Cr I PO“TOMU f — DIFFEOMORFIZM KLAS-
SA Cr+1. sLEDOWATELXNO, DLQ KAVDOGO k = 0, 1, . . . , n, MNOGOOBRAZIE N1+k

+

QWLQETSQ GLADKIM MNOGOOBRAZIEM KLASSA Cr+1.
pOSTROENNYE MNOGOOBRAZIQ N1+k

+ OBLADA@T TEM SWOJSTWOM, ˆTO DLQ
TOˆEK (t0, x0) ∈ N1+k

+ OPTIMALXNOE (W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ) UPRAWLENIE
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u0(t) = +1 PRI t ∈ [t0, t0 + τn−k+1(t0, x0)). aNALOGIˆNYM OBRAZOM STROQTSQ

MNOGOOBRAZIQ N1+k
− , k = 1, . . . , n (W “TOM SLUˆAE OPTIMALXNOE UPRAWLENIE

NAˆINAETSQ S −1).
z A M E ˆ A N I E 1. iZ (12) SLEDUET, ˆTO WEKTOR SKOROSTI v+(q0) $

col(1, A(t0)x + b(t0)) DWIVENIQ t → q(t) = (t, x(t)), GDE x(t) — RE[ENIE

SISTEMY (1) PRI UPRAWLENII u = 1 I NAˆALXNOM USLOWII x(t0) = x0, NAHO-
DITSQ W PROSTRANSTWE Tq0N

1+k
+ , KASATELXNOM K MNOGOOBRAZI@ N1+k

+ W TOˆKE

q0.
iZ PRIWEDENNYH POSTROENIJ SLEDUET, ˆTO MNOGOOBRAZIQ N1, N1+k

− I

N1+k
+ , k = 1, . . . , n, RASSMATRIWAEMYE KAK MNOGOOBRAZIQ WLOVENNYE W R1+n,

NE IME@T OB]IH TOˆEK I MNOGOOBRAZIE Nk
+

⋃
Nk
− QWLQETSQ OB]IM KRAEM

MNOGOOBRAZIJ clN1+k
+ I clN1+k

− .

t E O R E M A 4. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. tOGDA RAS[I-
RENNOE MNOVESTWO UPRAWLQEMOSTI D $ R×Dσ(t)(t) PREDSTAWIMO W WIDE
D = cl

(
N1+n

+

⋃
N1+n
−
)
, GDE

N1+k
+ = N1+k

+

⋃
Nk
−

⋃
Nk−1

+

⋃
· · ·
⋃
N1,

N1+k
− = N1+k

−

⋃
Nk

+

⋃
Nk−1
−

⋃
· · ·
⋃
N1, k = 0, . . . , n.

mNOGOOBRAZIQ N1+k
+ , N1+k

− SLABO INWARIANTNY I DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n,
MNOGOOBRAZIE Nk

+

⋃
Nk
− QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl N1+k

+ I

cl N1+k
− .

d O K A Z A T E L X S T W O. dLQ DOKAZATELXSTWA SLABOJ INWARIANTNOSTI

MNOGOOBRAZIJ N1+k
+ DOSTATOˆNO ZAMETITX, ˆTO DLQ L@BOJ TOˆKI q0 =

(t0, x0) ∈ N1+k
+ NAJD¡TSQ UPRAWLENIE u(t, q0) (W KAˆESTWE TAKOGO UPRAWLE-

NIQ DOSTATOˆNO WZQTX UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ)
TAKOE, ˆTO SOOTWETSTWU@]EE EMU RE[ENIE SISTEMY (1) S NAˆALXNYM USLO-
WIEM x(t0) = x0 BUDET PROHODITX ˆEREZ MNOGOOBRAZIQ Nk

−, N
k−1
+ , . . . , N1

(SM. ZAMEˆANIE 1). aNALOGIˆNO DOKAZYWAETSQ SLABAQ INWARIANTNOSTX MNO-
GOOBRAZIJ N1+k

− . dALEE, WY[E BYLO POKAZANO, ˆTO MNOGOOBRAZIE Nk
+

⋃
Nk
−

QWLQETSQ OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ clN1+k
+ I clN1+k

− , k = 1, . . . , n; SLE-
DOWATELXNO, DLQ KAVDOGO k = 0, . . . , n MNOGOOBRAZIE Nk

+

⋃
Nk
− QWLQETSQ

OB]IM KRAEM MNOGOOBRAZIJ cl N1+k
+ I cl N1+k

− .
dOKAVEM PREDSTAWIMOSTX D = cl

(
N1+n

+

⋃
N1+n
−
)
. pUSTX q0 ∈ D. tO-

GDA, W SILU OPREDELENIQ D, SU]ESTWUET OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJ-
STWIQ UPRAWLENIE u(t, q0), PRIWODQ]EE RE[ENIE SISTEMY (1) NA MNOGOOBRA-
ZIE N1 ZA WREMQ ϑ 6 σ(t0) I IME@]EE NE BOLEE ˆEM n−1 PEREKL@ˆENIE. sLE-
DOWATELXNO, TRAEKTORIQ UKAZANNOGO RE[ENIQ PRINADLEVIT LIBO cl N1+n

+ ,
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LIBO cl N1+n
− , W ZAWISIMOSTI OT POLOVENIQ TOˆKI q0, I MY IMEEM WKL@ˆE-

NIE D ⊂ cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−
)
. oBRATNO, PUSTX q0 ∈ clN1+n

+ . tOGDA SU]ESTWUET
OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ UPRAWLENIE u(t, q0), PRIWODQ]EE RE-
[ENIE SISTEMY (1) NA MNOGOOBRAZIE N1 ZA WREMQ ϑ 6 σ(t0). pROWEDQ TO VE
RASSUVDENIE DLQ q0 ∈ clN1+n

− POLUˆIM WKL@ˆENIE cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−
)
⊂ D,

I, NAKONEC, RAWENSTWO D = cl
(
N1+n

+

⋃
N1+n
−
)
. tEOREMA DOKAZANA.

5. wEKTOR BYSTRODEJSTWIQ. pUSTX TOˆKA q0 = (t0, x0) ∈ N1+n
+ ,

TOGDA FUNKCIQ f−1 : N1+n
+ → M1+n, OBRATNAQ K f (SM.(11) PRI k = n)

ZADAET TOˆKU p0 = (t0, τ1(q0), . . . , τn(q0)) ∈M1+n, 0 < τ1(q0) < · · · < τn(q0).
oKAZYWAETSQ (“TO BUDET DOKAZANO NIVE), ˆTO DLQ KAVDOGO i = 1, . . . , n,
ˆISLO τi(q0) QWLQETSQ WREMENEM BYSTRODEJSTWIQ (ϑ = τi(q0)) W ZADAˆE O

PEREWODE TOˆKI x0 ∈ Nn
+(t0) NA MNOGOOBRAZIE Nn−i

ν(i) (t0 + ϑ) :

ϑ(u(·)) → min
u(·)

, u(·) ∈ U , (13)

ẋ = A(t)x+ b(t)u(t), t0 6 t 6 t0 + ϑ, (14)

x(t0) = x0, x(t0 + ϑ) ∈ Nn−i
ν(i) (t0 + ϑ), (15)

GDE WMESTO ν(i) NADO POSTAWITX ZNAK ”PL@S”, ESLI i — ˆETNOE I ZNAK ”MI-
NUS”, ESLI i — NEˆETNOE ˆISLO. tAKIM OBRAZOM, WEKTOR τ(q) = (τ1(q), . . . ,
τn(q)) ESTESTWENNO NAZYWATX WEKTOROM BYSTRODEJSTWIQ.

z A M E ˆ A N I E 2. mY OPREDELILI WEKTOR BYSTRODEJSTWIQ NA MNO-
GOOBRAZII N1+n

+ . pOSKOLXKU MNOVESTWO Dσ(t)(t) CENTRALXNO SIMMETRIˆ-
NO, TO FAKTIˆESKI τ(q) OPREDELEN NA N1+n

+

⋃
N1+n
− (DEJSTWITELXNO, IZ

WKL@ˆENIQ x ∈ Nn
+(t) SLEDUET WKL@ˆENIE −x ∈ Nn

−(t), PRIˆEM τi(t, x) =
τi(t,−x)). s UˆETOM (15) DOOPREDELIM τ(q) NA WSE D, POLOVIW τi(q) = 0
PRI q ∈ N1+n−i

+

⋃
N1+n−i
− (DLQ i ∈ {1, . . . , n}, MERA lEBEGA MNOVESTWA

N1+n−i
+

⋃
N1+n−i
− RAWNA NUL@).

z A M E ˆ A N I E 3. pUSTX q = (t, x) ∈ N1+n
+

⋃
N1+n
− , τ(q) = (τ1(q), . . . ,

τn(q)) — WEKTOR BYSTRODEJSTWIQ, x0(s), t 6 s 6 t + τ(q) — OPTIMALXNOE

RE[ENIE ZADAˆI BYSTRODEJSTWIQ W NULX, OTWEˆA@]EE NAˆALXNOJ TOˆKE q.
tOGDA LEGKO PROWERITX, ˆTO DLQ WSEH i ∈ {1, . . . , n}, IME@T MESTO RAWENSTWA
τi(t+ τ1(q), x0(t+ τ1(q))) = τi(q)− τ1(q).

t E O R E M A 5. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. oBOZNAˆIM (û(·),
ϑ̂, x̂(·)) — OPTIMALXNYJ PROCESS ZADAˆI (13)-(15) PRI NEKOTOROM FIKSI-
ROWANNOM i ∈ {1, . . . , n}. tOGDA ϑ̂ = τi(q0) I NA INTERWALE [t0, t0 + τi(q0))
OPTIMALXNOE UPRAWLENIE û(t) I OTWEˆA@]EE EMU OPTIMALXNOE RE[ENIE
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x̂(t) SISTEMY (14) SOWPADA@T S OPTIMALXNYMI UPRAWLENIEM I RE[ENIEM

ZADAˆI BYSTRODEJSTWIQ W NULX (T.E. ZADAˆI (13)-(15) PRI i = n).

d O K A Z A T E L X S T W O. pUSTX q0 ∈ N1+n
+ I (u(·), ϑ, x(·)) — DOPUSTI-

MYJ PROCESS ZADAˆI (14), (15) PRI i = 1. dOKAVEM, ˆTO ϑ > τ1(q0). dOKAZA-
TELXSTWO RAZOB˙EM NA NESKOLXKO PUNKTOW.

a. pOSTROIM TOˆKU p0 = f−1(q0), GDE f−1 — OTOBRAVENIE, OBRATNOE
K f (SM. (11) PRI k = n.) tOGDA

x0 = −
n−1∑
i=0

(−1)i
t0+τi+1∫
t0+τi

X(t0, t)b(t)dt, (16)

GDE τ0 = 0, τi = τi(q0). dALEE, POSKOLXKU x(t0 + ϑ) ∈ Nn−1
− (t0 + ϑ), TO

NAJDETSQ WEKTOR θ = (θ2, . . . , θn), 0 < θ2 < · · · < θn TAKOJ,ˆTO

x(t0 + ϑ) =
n−1∑
i=1

(−1)i−1

t0+ϑ+θi+1∫
t0+ϑ+θi

X(t0 + ϑ, t)b(t)dt, (17)

GDE θ1 = 0. pODSTAWLQQ (16) I (17) W RE[ENIE

x(t) = X(t, t0)x0 +

t∫
t0

X(t, s)b(s)u(s)ds,

POSLE NESLOVNYH PREOBRAZOWANIE POLUˆIM RAWENSTWA (n RAWENSTW)

2
n−1∑
i=2

(−1)i
t0+τi∫

t0+ϑ+θi

X(t0, t)b(t) dt+ (−1)n
t0+τn∫

t0+ϑ+θn

X(t0, t)b(t) dt+

+

t0+ϑ∫
t0

X(t0, t)b(t)(u(t)− 1) dt− 2

t0+τ1∫
t0+ϑ

X(t0, t)b(t) dt = 0. (18)

tAKIM OBRAZOM, KAVDOMU DOPUSTIMOMU PROCESSU ZADAˆI (14), (15) OTWE-
ˆAET RE[ENIE w = (u(·), ϑ, θ) SISTEMY URAWNENIJ (18); WERNO I OBRATNOE

UTWERVDENIE, PO“TOMU RE[ENIE w SISTEMY (18) TOVE BUDEM NAZYWATX DOPU-
STIMYM PROCESSOM ZADAˆI (14), (15). oˆEWIDNYM DOPUSTIMYM PROCESSOM

SLUVIT TROJKA w0 = (u0(·), τ1, θ0), GDE u0(t) = 1 PRI t ∈ [t0, t0 + τ1), θ0 =
(τ2 − τ1, . . . , τn − τ1).
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b. pUSTX ψ ∈ Sn−1. uMNOVIM RAWENSTWA (18) SKALQRNO NA ψ I POLU-
ˆIW[U@SQ SLEWA FUNKCI@ OBOZNAˆIM F (w,ψ). tOGDA

F (w,ψ) =

t0+ϑ∫
t0

ξ(t)(u(t)− 1) dt− 2

t0+τ1∫
t0+ϑ

ξ(t) dt+

+ 2
n−1∑
i=2

(−1)i
t0+τi∫

t0+ϑ+θi

ξ(t) dt+ (−1)n
t0+τn∫

t0+ϑ+θn

ξ(t) dt, (19)

GDE ξ(t) = ψX(t0, t)b(t). tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOGO DOPUSTIMOGO PROCESSA
w I L@BOGO ψ ∈ Sn−1 IZ (18) SLEDUET RAWENSTWO F (w,ψ) = 0.

oBOZNAˆIM Oε(τk) — ε–OKRESTNOSTX TOˆKI τk. wYBEREM ε > 0 STOLX

MALYM, ˆTO OKRESTNOSTI Oε(τk) NE PERESEKA@TSQ (PRI RAZLIˆNYH k ∈
{1, . . . , n}) I τn + ε < σ(t0).

dOPUSTIMYJ PROCESS wε = (uε(·), ϑε, θε) NAZOWEM BLIZKIM K w0, ESLI
ϑε ∈ Oε(τ1), ϑε + θεk ∈ Oε(τk), k = 2, . . . , n. tOGDA ϑε + θεn < σ(t0). dLQ
BLIZKOGO K w0 DOPUSTIMOGO PROCESSA NAJDUTSQ: NABOR TOˆEK η1 < · · · <
ηn−1, RAZDELQ@]IH INTERWALY Oε(τk) (PRIˆEM τ1 + ε < η1, . . . , ηn−1 <
τn − ε) I FUNKCIQ ξ(t) = ψX(t0, t)b(t), SOHRANQ@]AQ ZNAK NA INTERWALAH
(t0, t0 + η1), (t0 + η1, t0 + η2), . . . , (t0 + ηn−1, t0 + σ(t0)) (SODERVA]IH WNUTRI
SEBQ INTERWALY Oε(t0 + τk)) I UDOWLETRQ@]AQ NERAWENSTWAM: ξ(t) > 0 PRI
t ∈ (t0, t0 + η1),

(−1)k
t0+τk∫

t0+ϑε+θε
k

ξ(t) dt 6 0, k = 2, . . . , n

(FUNKCIQ ξ(t) IMEET NE BOLEE n− 1 NULEJ).
eSLI NERAWENSTWO ϑε < τ1 IMEET MESTO DLQ BLIZKOGO K w

0 PROCESSA wε

(“TO OZNAˆAET, ˆTO w0 — NE OPTIMALXNYJ PROCESS), TO, W SILU WYBORA ξ(t),
WYPOLNENO NERAWENSTWO F (wε, ψ) < 0. pO“TOMU ϑε > τ1 I MY POKAZALI, ˆTO
w0 — OPTIMALXNYJ PROCESS SREDI WSEH DOPUSTIMYH PROCESSOW, BLIZKIH K
PROCESSU w0.

w. oBOZNAˆIM ŵ = (û(·), ϑ̂, θ̂) — OPTIMALXNYJ PROCESS ZADAˆI (13)-
(15) PRI i = n. pOKAVEM TOGDA, ˆTO ESLI ϑ̂ < τ1, TO NAJDETSQ BLIZKIJ

K w0 DOPUSTIMYJ PROCESS wε TAKOJ, ˆTO ϑε < τ1. s “TOJ CELX@ DOKAVEM

SLEDU@]U@ LEMMU.
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l E M M A 2. tOˆKA (t, x0(t)) PRI DWIVENII t → (t, x0(t)), OTWEˆA@-
]EM DOPUSTIMOMU PROCESSU w0, WHODIT W MNOGOOBRAZIE Nn

− TRANSWER-
SALXNO.

nADO DOKAZATX, ˆTO WEKTOR v1 = col(1, ẋ0(t1)), KASATELXNYJ K DWIVE-
NI@ t→ (t, x0(t)) W TOˆKE q1 = (t1, x0(t1)) ∈ Nn

−, GDE t1 = t0 + τ1, NE LEVIT
W PROSTRANSTWE Tq1N

n
−, KASATELXNOM K MNOGOOBRAZI@ Nn

−.
pO TOˆKE q1 POSTROIM TOˆKU p1 = f−1(q1); ZDESX f−1 — FUNKCIQ,

OBRATNAQ K f (SM. (11), GDE NADO POLOVITX k = n−1 I ”MINUS”PERED ZNAKOM
SUMMY ZAMENITX NA ”PL@S”). tOGDA p1 = (t1, θ), GDE θ = (θ2, . . . , θn), PRIˆEM
θi = τi − τ1 (SM. ZAMEˆANIE 3). iZ POSTROENIQ SLEDUET, ˆTO

x0(t1) = x(p1) =
n−1∑
i=1

(−1)i−1

t1+τi+1∫
t1+τi

X(t1, t)b(t) dt, θ1 = 0. (20)

tAKIM OBRAZOM, WEKTOR SKOROSTI v1 W TOˆKE q1 RAWEN col(1, A(t1)x(p1) +
b(t1)). dALEE, S UˆETOM (19) I RAWENSTWA (12) (W KOTOROM NADO WNESTI PO-
NQTNYE IZMENENIQMI, SWQZANNYE S ZAMENOJ MNOGOOBRAZIQ N1+k

+ NA MNOGO-
OBRAZIE Nn

−) NESLOVNO UBEDITXSQ, ˆTO WEKTORY

l1(q1) = col(1, A(t1)x(p1)− b(t1)),

li(q1) = col(0, X(t1, t1 + θi)b(t1 + θi)), i = 2, . . . , n,

OBRAZU@T BAZIS W Tq1N
n
−.

eSLI WEKTOR v1 LEVIT W Tq1N
n
−, TO NAJDUTSQ KONSTANTY c1, . . . , cn,

NE RAWNYE NUL@ ODNOWREMENNO TAKIE, ˆTO v1 = c1l1(p1) + · · · + cnln(p1).
sLEDOWATELXNO c1 = 1 I PO“TOMU

2b(t1) = c2X(t1, t1 + θ2)b(t1 + θ2) + · · ·+ cnX(t1, t1 + θn)b(t1 + θn).

pROWEDQ RASSUVDENIQ, ANALOGIˆNYE DOKAZATELXSTWU SWOJSTWA 3, MOVNO
UBEDITXSQ, ˆTO LINEJNAQ ZAWISIMOSTX WEKTOROW X(t0 + τ1, t0 + τi)b(t0 +
τi), i = 1, . . . , n, PROTIWOREˆIT USLOWI@ τn(q0) < σ(t0). lEMMA 2 DOKAZANA.

g. pOSTROIM UPRAWLENIE uλ(·) = λ(û(·) − 1) + 1, GDE λ ∈ [0, 1]. oBO-
ZNAˆIM G(λ, %) LEWU@ ˆASTX RAWENSTW (18) PRI u(t) = uλ(t), % = (ϑ, θ). w
SILU TOGO, ˆTO MATRICA ∂G(λ, %)/∂% NEWYROVDENNA DLQ WSEH λ ∈ [0, 1], SI-
STEMA URAWNENIJ G(λ, %) = 0 OTNOSITELXNO % IMEET NEPRERYWNOE RE[ENIE
% = %(λ), PRIˆEM %(0) = (τ1, θ0), %(1) = (ϑ̂, θ̂). sLEDOWATELXNO, DLQ KAVDOGO
λ ∈ [0, 1] SU]ESTWUET DOPUSTIMYJ PROCESS wλ = (uλ(·), ϑ(λ), θ(λ)) I PRI λ

62



BLIZKIH K NUL@, PROCESS wλ BLIZOK K w0. kROME TOGO, ϑ̂ < ϑ(λ) < τ1, PRI
λ ∈ (0, 1), ˆTO PROTIWOREˆIT RANEE DOKAZANNOMU. tEOREMA DOKAZANA.

6. dIFFERENCIRUEMOSTX WEKTORA BYSTRODEJSTWIQ. pUSTX

τ(q) = (τ1(q), . . . , τn(q)) — WEKTOR BYSTRODEJSTWIQ SISTEMY (1). nAPOMNIM
(SM. P. 1), ˆTO PROIZWODNOJ d τi(q0) FUNKCII τi : N1+k

+ → R W TOˆKE q0 WDOLX

NAPRAWLENIQ, ZADANNOGO WEKTOROM w ∈ Tq0N1+k
+ , NAZYWAETSQ LINEJNOE OTO-

BRAVENIE d τi(q0) : Tq0N
1+k
+ → R, OPREDELENNOE RAWENSTWOM

d τi(q0)w $
d τi(q(ε))

d ε

∣∣∣
ε=0

,

GDE q(ε) — KLASS “KWIWALENTNOSTI GLADKIH KRIWYH q : (−1, 1) → N1+k
+ ,

OBLADA@]IH SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI: q(0) = q0, d q(ε)/dε|ε=0 = w. aNA-
LOGIˆNO OPREDELQETSQ PROIZWODNAQ dsτi PORQDKA s:

dsτi(q0) (w1, . . . , ws) $
dsτi(q(ε))

dεs

∣∣∣
ε=0

, (21)

GDE q : (−1, 1) → N1+k
+ — KLASS “KWIWALENTNOSTI GLADKIH KRIWYH WIDA

q(ε) = q0+εw1+ 1
2!ε

2 w2+ · · ·+ 1
s!ε

s ws+o(εs). fUNKCIQ q → τi(q) PRINADLE-
VIT KLASSU Cs NA MNOGOOBRAZII N1+k

+

⋃
N1+k
− , ESLI DLQ WSQKOJ Cs KRIWOJ

q : (−1, 1) → N1+k
+

⋃
N1+k
− FUNKCIQ ε → τi(q(ε)) IZ KLASSA Cs. oTMETIM

E]E, ˆTO PROSTRANSTWO Cs-FUNKCIJ q : (−1, 1) → N1+k
+ , PROHODQ]IH ˆEREZ

TOˆKU q0 = q(0), ISˆERPYWAETSQ SLEDU@]IM NABOROM: q(ε) = (t(ε), x(p(ε)),
GDE p(ε) = (t(ε), τ(ε)) ∈ M1+k — PROIZWOLXNAQ Cs-FUNKCIQ, PROHODQ]AQ
ˆEREZ TOˆKU p0 = f−1(q0),

x(p(ε)) = −
n−1∑
i=n−k

(−1)i−n+k

t(ε)+τi+1(ε)∫
t(ε)+τi(ε)

X(t(ε), s)b(s) ds, τn−k = 0.

t E O R E M A 6. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ I FUNKCII

A : R → End (Rn), b : R → Rn, PRINADLEVAT KLASSU Cr. tOGDA DLQ KAVDO-
GO k = 0, . . . , n FUNKCII τi : N1+k

+

⋃
N1+k
− → R, i = 1, . . . , n, PRINADLEVAT

KLASSU Cr+1. w ˆASTNOSTI, τi NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMY r + 1 RAZ NA

N1+n
+

⋃
N1+n
− .

d O K A Z A T E L X S T W O. w PUNKTE 4 DOKAZANO, ˆTO OTOBRAVENIE f−1 :
N1+n

+ → M1+k, k = 0, . . . , n, OBRATNOE k OTOBRAVENI@ f , ZADANNOMU RA-
WENSTWOM (11), QWLQETSQ DIFFEOMORFIZMOM KLASSA Cr+1. sLEDOWATELXNO,
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KRIWAQ ε → p(ε) = (t(ε), τ(q(ε))) ∈ M1+k PREDSTAWLQET SOBOJ r + 1 RAZ

NEPRERYWNO DIFFERENCIRUEMU@ FUNKCI@ ARGUMENTA ε W TOˆKE ε = 0, OT-
KUDA, W SILU OPREDELENIQ (20), SLEDUET, ˆTO FUNKCIQ q → τi(q) NEPRERYWNO
DIFFERENCIRUEMA r + 1 RAZ W KAVDOJ TOˆKE q0 ∈ N1+n

+ . pOWTORIW TE VE
RASSUVDENIQ DLQ MNOGOOBRAZIJ N1+k

− , POLUˆIM UTWERVDENIE TEOREMY. tE-
OREMA DOKAZANA.

7. pOZICIONNOE UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRO-
DEJSTWIQ. pUSTX FUNKCIQ q → u(q), GDE q $ (t, x), OPREDELENA NA WNUTREN-
NOSTI RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI D, PRINIMAET ZNAˆENIQ W
U = [−1,+1] I SUPERPOZICIONNO IZMERIMA. C-RE[ENIEM (RE[ENIEM W SMY-
SLE kARATEODORI) SISTEMY URAWNENIJ

ẋ = A(t)x+ b(t)u(t, x), (22)

NAZYWAETSQ WSQKAQ ABSOL@TNO-NEPRERYWNAQ FUNKCIQ t → x(t), UDOWLETWO-
RQ@]AQ PRI WSEH t RAWENSTWU

x(t) = X(t, t0)x(t0) +

t∫
t0

X(t, s)b(s)u(s, x(s)) ds,

GDE t0 — PROIZWOLXNYJ FIKSIROWANNYJ MOMENT WREMENI. oSNOWNYM NEDO-
STATKOM C-RE[ENIJ QWLQETSQ IH SILXNAQ ˆUWSTWITELXNOSTX K IZMENENI-
QM FUNKCII u(q) NA MNOVESTWAH MERY NULX. —TOGO NEDOSTATKA LI[ENY

F -RE[ENIQ (RE[ENIQ W SMYSLE a.f. fILIPPOWA [9, c.40]). kROME TOGO,
F -RE[ENIQ NAIBOLEE PRISPOSOBLENY DLQ OPISANIQ PRIKLADNYH ZADAˆAH,
DOPUSKA@]IH MODELIROWANIE S POMO]X@ DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ S

RAZRYWNYMI PO FAZOWYM KOORDINATAM PRAWYMI ˆASTQMI.
dLQ OPREDELENIQ RE[ENIJ W SMYSLE fILIPPOWA POSTROIM MNOGOZNAˆ-

NU@ FUNKCI@

q → F (q) $
⋂
ε>0

⋂
mesµ=0

conv u(Oε(q) \ µ), q ∈ intD, (23)

GDE Oε(q) — ε-OKRESTNOSTX TOˆKI q, µ — PROIZWOLXNOE MNOVESTWO W R1+n,
MERA lEBEGA mesµ KOTOROGO RAWNA NUL@, convQ — ZAMYKANIE WYPUK-
LOJ OBOLOˆKI MNOVESTWA Q. F -RE[ENIEM SISTEMY (21) NAZYWAETSQ WSQKAQ
ABSOL@TNO-NEPRERYWNAQ FUNKCIQ t → x(t), UDOWLETWORQ@]AQ PRI POˆTI

WSEH t DIFFERENCIALXNOMU WKL@ˆENI@

ẋ ∈ A(t)x+ b(t)F (t, x).
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sUPERPOZICIONNO IZMERIMU@ FUNKCI@ uc : D → U BUDEM NAZYWATX

OPTIMALXNYM W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ POZICIONNYM C-UPRAWLENIEM
(SOKRA]ENNO OPTIMALXNYM C-UPRAWLENIEM), ESLI DLQ L@BOJ TOˆKI q0 ∈
intD, C-RE[ENIE x(t, q0) ZADAˆI

ẋ = A(t)x+ b(t)u , x(t0) = x0, (24)

PRI u = uc(q), SU]ESTWUET NA POLUOSI [t0,∞), EDINSTWENNO, OBRA]AETSQ W
NULX W TOˆKE t = t0 + τn(q0) (τn(q0) — WREMQ BYSTRODEJSTWIQ) I x(t, q0) ≡
0 DLQ t > t0 + τn(q0).

aNALOGIˆNO OPREDELQETSQ OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ

POZICIONNOE F -UPRAWLENIE (SOKRA]ENNO OPTIMALXNOE F -UPRAWLENIE). w
“TOM SLUˆAE FUNKCIQ q → uf (q) DOLVNA BYTX OPREDELENA DLQ POˆTI WSEH
(W SMYSLE MERY lEBEGA W R1+n) TOˆEK q ∈ intD I OBESPEˆIWATX SLEDU@]EE

SWOJSTWO: KAVDOMU q0 ∈ intD OTWEˆAET EDINSTWENNOE F -RE[ENIE x(t, q0)
ZADAˆI (23) S UPRAWLENIEM u = uf (q) I x(t, q0) ≡ 0 DLQ t > t0 + τn(q0).
pODˆERKNEM E]E RAZ, ˆTO W SILU OPREDELENIQ F -RE[ENIJ, DLQ POSTROE-
NIQ OPTIMALXNOGO F -UPRAWLENIQ NET NEOBHODIMOSTI OPREDELQTX uf (q) W
KAVDOJ TOˆKE WNUTRENNOSTI RAS[IRENNOGO MNOVESTWA UPRAWLQEMOSTI D;
DOSTATOˆNO POSTROITX uf (q) NA MNOVESTWE POLNOJ MERY.

iZWESTNY PRIMERY (SM., NAPRIMER, [10], [11]) SLEDU@]EGO ANOMALXNO-
GO POWEDENIQ LINEJNYH UPRAWLQEMYH SISTEM: OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE
SU]ESTWUET I EDINSTWENNO, NO OPTIMALXNOE F -UPRAWLENIE OTSUTSTWUET.
—TOT “FFEKT WOZNIKAET (DAVE DLQ LINEJNYH STACIONARNYH SISTEM) W TOM
SLUˆAE, KOGDA OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE (KOTOROE ODNOZNAˆNO NAHODITSQ
IZ PRINCIPA MAKSIMUMA l.s. pONTRQGINA) OPREDELQET NA POWERHNOSTQH

RAZRYWA (IME@]IH NULEWU@ MERU lEBEGA) WEKTOR SKOROSTI, NE SOWPADA@-
]IJ S WEKTOROM SKOROSTI, ZADAWAEMOM KONSTRUKCIEJ fILIPPOWA (22).

t E O R E M A 7. pUSTX SISTEMA (1) DOKRITIˆESKAQ. tOGDA FUNKCIQ

uc(q) =


1, ESLI q ∈ N1+k

+ PRI NEKOTOROM k ∈ {1, . . . , n}
0, ESLI k = 0

−1, ESLI q ∈ N1+k
− PRI NEKOTOROM k ∈ {1, . . . , n}

(25)

DOSTAWLQET OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE, A FUNKCIQ

uf (q) =

{
1, ESLI q ∈ N1+n

+

−1, ESLI q ∈ N1+n
−

q ∈ int D (26)

— OPTIMALXNOE F -UPRAWLENIE.
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d O K A Z A T E L X S T W O RAZOB˙EM NA NESKOLXKO PUNKTOW.
a. pUSTX q0 ∈ intD. pREDPOLOVIM DLQ OPREDELENNOSTI, ˆTO q0 ∈

N1+k
+ PRI NEKOTOROM k ∈ {1, . . . , n} (PRI k = 0 x(t, q0) ≡ 0). pO TOˆKE q0

POSTROIM TOˆKU p0 = (t0, τ), GDE τ = (τn−k+1, . . . , τn), τi = τi(q0), ZADAET
MOMENTY PEREKL@ˆENIJ PROGRAMMNOGO UPRAWLENIQ u0(t), OPTIMALXNOGO W
SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ. uPRAWLENI@ u0(t) OTWEˆAET OPTIMALXNOE RE[E-
NIE x0(t) SISTEMY (23), PRIˆEM (SM.(11))

x0 = x0(t0) = −
n−1∑
i=n−k

(−1)i−n+k

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t0, s)b(s) ds, τn−k = 0,

b. pOKAVEM, ˆTO C-RE[ENIE x(t, q0) ZADAˆI (23) PRI u = uc(q) SU]E-
STWUET, EDINSTWENNO I SOWPADAET (PRI POˆTI WSEH t) c RE[ENIEM x0(t). tAK
KAK q0 ∈ N1+k

+ , TO uc(q0) = 1 I WEKTOR SKOROSTI

v+(q) $ col(1, A(t)x+ b(t)uc(q))

PRI q = q0 NAHODITSQ W PROSTRANSTWE Tq0N
1+k
+ KASATELXNOM K N1+k

+ W

TOˆKE q0. pRI t BLIZKIH K t0 WKL@ˆENIE v+(q(t)) ∈ Tq(t)N
1+k
+ , GDE q(t) =

(t, x(t, q0)), SOHRANQETSQ (TAK KAK N1+k
+ — MNOGOOBRAZIE BEZ KRAQ), PO“TOMU

C-RE[ENIE x(t, q0) PRI t BLIZKIH K t0 SU]ESTWUET, EDINSTWENNO, SOWPADAET
S x0(t) I

x(t, q0) =

t∫
t0

X(t, s)b(s) ds −
t0+τn−k+1∫

t0

X(t, s)b(s) ds+

+
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k+1

t0+τi+1∫
t0+τi

X(t, s)b(s) ds. (27)

iZ (26) SLEDUET,ˆTO WKL@ˆENIE v+(q(t)) ∈ Tq(t)N1+k
+ IMEET MESTO PRI WSEH

t ∈ I1 $ [t0, t1), GDE t1 = t0 + τn−k+1, PO“TOMU x(t, q0) ∈ Nk
+(t) PRI t ∈ I1.

oTMETIM DALEE, ˆTO

v−(q(t)) $ col(1, A(t)x− b(t)) /∈ Tq(t)N1+k
+ ,

t ∈ I1 (SM. LEMMU 2 WNUTRI DOKAZATELXSTWA TEOREMY 5). w MOMENT WREMENI

t = t1 KARTINA MENQETSQ: v+(q(t1)) /∈ Tq(t1)N
1+k
+ , A WEKTOR v−(q(t1)) KASAET-

SQ MNOGOOBRAZIQ Nk
− (QWLQ@]EGOSQ KRAEM MNOGOOBRAZIQ cl N1+k

+ ). pO“TOMU
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C-RE[ENIE x(t, q0) W MOMENT WREMENI t1 POKIDAET MNOGOOBRAZIE Nk
+(t) I

PEREHODIT NA MNOGOOBRAZIE Nk−1
− (t1). dEJSTWITELXNO, IZ (26) IMEEM:

x(t1, q0) = +
n−1∑

i=n−k+1

(−1)i−n+k+1

t1+θi+1∫
t1+θi

X(t1, t)b(t) dt,

GDE θi = τi − τn−k+1, i = n − k + 1, . . . , n, PO“TOMU x(t1, q0) ∈ Nk−1
− (t1) I

SLEDOWATELXNO, q(t1) ∈ Nk
−. pOSKOLXKU DLQ WSEH t BLIZKIH K t1 I UDOWLE-

TWORQ@]IH NERAWENSTWU t > t1, IMEET MESTO WKL@ˆENIE v−(q(t)) ∈ Tq(t)Nk
−

(SM. (24)), TO x(t, q0) NEKOTOROE WREMQ OSTAETSQ NA MNOGOOBRAZII Nk
− I PO-

“TOMU QWLQETSQ KLASSIˆESKIM RE[ENIEM SISTEMY ẋ = A(t)x− b(t). pOTERI
EDINSTWENNOSTI W TOˆKE t1 NE PROISHODIT, POSKOLXKU C-RE[ENIE x(t, q0)
ODNOZNAˆNO ”S[IWAETSQ”IZ DWUH KLASSIˆESKIH RE[ENIJ. tAKIM OBRAZOM,
C-RE[ENIE x(t, q0) SOWPADAET S x0(t) PRI t ∈ [t0, t2), GDE t2 = t1 + θn−k+2 =
t0 + τn−k+1.

iZ PRIWEDENNYH RASSUVDENIJ SLEDUET, ˆTO C-RE[ENIE SU]ESTWUET,
EDINSTWENNO I OBRA]AETSQ W NULX PRI DOSTATOˆNO BOLX[IH t (PRI t =
t0 + τn(q0)).

pOSTROIM FUNKCI@ u1(t) = uc(t, x(t, q0)), GDE x(t, q0) — C-RE[ENIE.
fUNKCIQ u1(t) PRINIMAET DWA ZNAˆENIQ (+1 ILI −1), IMEET PEREKL@ˆENIQ
TOLXKO W TOˆKAH t = t0 + τi(q0), i = n − k + 1, . . . , n I RE[ENIE x1(t) ZA-
DAˆI (23) PRI u = u1(t) SOWPADAET S C-RE[ENIEM x(t, q0). sLEDOWATELXNO,
u1(t) — PROGRAMMNOE UPRAWLENIE, OPTIMALXNOE W SMYSLE BYSTRODEJSTWIQ
DLQ ZADAˆI (23). pO“TOMU, W SILU EDINSTWENNOSTI OPTIMALXNOGO UPRAWLE-
NIQ, IME@T MESTO RAWENSTWA: u1(t) = u0(t), x1(t) = x0(t). pO“TOMU uc(q) —
OPTIMALXNOE C-UPRAWLENIE.

w. pOKAVEM, ˆTO WSQKOE F -RE[ENIE SISTEMY ẋ = A(t)x+ b(t)uf (t, x),
GDE uf (q) OPREDELENO RAWENSTWOM (25), QWLQETSQ C-RE[ENIEM SISTEMY

ẋ = A(t)x + b(t)uc(t, x). s “TOJ CELX@ POSTROIM DLQ uf (q) MNOGOZNAˆ-
NU@ FUNKCI@ q → F (q), OPREDELENNU@ RAWENSTWOM (22). lEGKO UBEDITXSQ,
ˆTO F (q) = 1, ESLI q ∈ N1+n

+ , F (q) = −1, ESLI q ∈ N1+n
− I F (q) = [−1, 1],

ESLI q ∈ S, GDE S = D \ (N1+n
+

⋃
N1+n
− ) (OTMETIM, ˆTO mesS = 0). eS-

LI q0 ∈ N1+n
+

⋃
N1+n
− , TO F -RE[ENIE SOWPADAET S C-RE[ENIEM PRI WSEH

t ∈ [t0, t1).
pUSTX q0 ∈ S (DLQ OPREDELENNOSTI BUDEM SˆITATX, ˆTO q0 ∈ N1+k

+

PRI NEKOTOROM k = 0, . . . , n − 1). tOGDA, SOGLASNO KONSTRUKCII fILIP-
POWA, WEKTOR SKOROSTI NAPRAWLQ@]IJ DWIVENIE t → q(t) W TOˆKE t0,
ODNOWREMENNO NAHODITSQ W MNOVESTWE V (q0) $ col (1, A(t0)x0 + b(t0)U)
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I KASATELXNOM PROSTRANSTWE Tq0N
1+k
+ . pOKAVEM,ˆTO TOLXKO ODIN WEKTOR

v+(q0) = col (1, A(t0)x0 +b(t0)) SODERVITSQ W PERESEˆENII V (q0)
⋂
Tq0N

1+k
+ .

dEJSTWITELXNO, ESLI PRI NEKOTOROM λ ∈ [−1, 1), WEKTOR

vλ(q0) = col (1, A(t0)x0 + b(t0)λ)

LEVIT W Tq0N
1+k
+ , TO vλ(q0) MOVNO RAZLOVITX PO BAZISU l1(q0), li(q0), i =

n − k + 1, . . . , n, KASATELXNOGO PROSTRANSTWA Tq0N
1+k
+ (SM. DOKAZATELXSTWO

LEMMY 2). tOGDA, PROWEDQ RASSUVDENIQ, ANALOGIˆNYE DOKAZATELXSTWU SWOJ-
STWA 3, POLUˆIM PROTIWOREˆIE S USLOWIEM τn(q0) < σ(t0).

tAKIM OBRAZOM, WEKTOR SKOROSTI F -RE[ENIQ W L@BOJ TOˆKE q0 ∈ N1+k
+

SOWPADAET S WEKTOROM SKOROSTI C-RE[ENIQ, pO“TOMU F -RE[ENIE SOWPADAET
S C-RE[ENIEM. tEOREMA DOKAZANA.
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